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概 要
強い電磁場の下では, 電磁場の強さが結合定数の小ささを補うことで, 強い電磁場に特有の興味

深い非摂動・非平衡現象が現れる. そのような現象の例として Schwinger機構がある. Schwinger機
構によれば, 真空を強い電磁場にさらすと真空は電子陽電子対を生成しながら崩壊する. Schwinger
機構の研究は場の理論の黎明期から始まる長い研究の歴史があるが, 近年の実験技術の発展によっ
て再び熱を帯びつつある. 特に, レーザー技術の進歩によって Schwinger機構を実現するような強
力な電磁場を人工的に作ることが今まさに可能になりつつある. また, 重イオン衝突や初期宇宙な
どのさまざまな極限状況においても強い電磁場が生成されていて, Schwinger機構がなにがしかの
現象論的な役割を果たしていた可能性が盛んに検討されている. このような Schwinger機構の物
理や理論的取り扱いの基礎と発展に関するいくつかのトピックについてレビューする.
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1 このノートについて
このノートは 2022年 8月 2日に田屋が行う早稲田大学高等研究所での Schwinger機構の 1日レク
チャーのために用意したものである. 田屋の偏見に基づいたノートなので, 嘘や間違いを含んでいる
可能性があることを強調する (特に符号があやしいところが多々あるので, 細かい計算は信じてはい
けない). 余計なこともいろいろ書いてある. 途中計算も無駄に詳しく書いたのでうるさい. 一方で,

講義時間や準備の制約上, 取り扱っている内容の範囲はかなり限られている. したがって, より深く/

公平に Schwinger機構のことを知りたい場合は, Schwinger機構に関連したレビュー (博論も含む)と
して, 文献 [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]があるのでそちらも参考にすることを勧める.

2 概論
2.1 物理的な描像

図 1: Schwinger機構の直感的な描像.

端的に言えば, Schwinger機構は量子トンネリングの一種である (図 1). Diracの海の描像に立つと,

QEDの“バンド構造”は電場の下で歪んで, Diracの海と正エネルギー帯がレベル交差を起こす. なので,

量子トンネリングによってDiracの海に詰まっている電子が正エネルギー帯に逃げることができる. こう
して電子陽電子の生成が起きる. 量子トンネリングは,量子力学で習うようにWKB近似でいい感じに
書けて,トンネル確率はP ∼ exp

[
−
∫
禁止帯 dx

√
V − E

]
∼ exp [−(ギャップの高さ)× (ギャップの長さ)]

で与えられる. 今の場合は, (ギャップの高さ) ∼ 2m, (ギャップの長さ) ∼ 2m/eEで与えられるので,

P ∼ exp [−#m2/eE]のようにmで指数関数的に抑制されたような粒子生成が起きる.

基本的な物理は以上だが, まじめに考えると Schwigner機構の物理はいろいろと広がりがあって現
象的にも理論的にも楽しい. それを今回のレクチャーで議論したい.
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2.2 歴史
Schwinger機構の研究は 100年近くの歴史がある. 何がわかっていて何がわかっていないのかを少
し明瞭にするために, 個人的に大事だと思う文献を挙げながら歴史を概観する (必ずしも時系列順で
ない).

• 1931年: Sauterが強い電場中で粒子生成が起こることを予言.

相対論的な量子力学に基づき粒子生成が起こることを予言した (ステップ関数型の電場やいわ
ゆる Sauter電場と呼ばれるパルス電場に対応するものを解析) [13, 14]. ちなみに, 相対論的量
子力学のKlein paradoxの解決策として, この粒子生成機構が提案された [15].

• 1936年: HeisenbergとEulerが定常電磁場中の有効ラグランジアンを求めた.

相対論的な量子力学に基づいて, 定常電磁場中のフェルミオンの有効ラグランジアンを導出し
た [16]:

LHE = −F − 1

8π2

∫ ∞
0

ds

s3
e−m

2s

[
(es)2

Re cosh(es
√

2(F + iG))
Im cosh(es

√
2(F + iG))

G − 2

3
(es)2F − 1

]

=
1

2

(
E2 −B2

)
+

2α2

45m4

[(
E2 −B2

)2
+ 7 (E ·B)2

]
+O((eE/m2)6, (eB/m2)6) . (1)

(最終行の電磁場について 4次までの結果はEulerとKockelによって前年に得られた [17]. ) こ
こで,

F :=
1

4
F µνFµν =

1

2

(
B2 −E2

)
, G := F µνF̃µν = E ·B . (2)

HeisenbergとEulerは, LHEが虚部を持ち得ることを指摘し (ちゃんとした解析的な表式は得ら
れていないと思う), それが (Sauterが指摘したような)電磁場中の粒子生成と関係あるのではな
いか, という議論をしている. なお, Heisenberg-Euler Lagrangian LHEは, Schwinger機構のみ
ならず, 強い電磁場の物理を議論するときにいろんなところで応用されている (例えば, 低エネ
ルギー領域での光子光子散乱や複屈折など).

• 1951年: Schwingerが場の量子論に基づいてHeisenberg-Eulerの有効ラグランジアンを再
導出し, 真空崩壊率を求めた.

場の量子論に基づいて (propertime法と呼ばれるゲージ不変な正則化を開発することで), 定常
電磁場中のフェルミオンの 1-loopダイアグラムを計算することでHeisenberg-Euler Lagrangian

LHEを再導出した. さらに,電場成分が非ゼロのとき (より正確には, F < 0,または, G ̸= 0)のと
きには, LHEが虚部を持つことを示し, その虚部を取ることで真空崩壊率を求めた [18]. つまり,

| ⟨0; in|0; out⟩ |2 = exp
[
−2 Im

∫
d4xLHE

]
= 1−2V T ImLHE+O(|LHE|2)から, w := 2 ImLHE =

−1
V T

ln | ⟨0; in|0; out⟩ |2が単位時間体積当たりの真空崩壊率と解釈でき1,特に一様定常電場に対し,

w = 2
eE2

(2π)3

∞∑
n=1

1

n2
exp

[
−nπm

2

eE

]
(3)

1うるさいことを言えば, この解釈は虚部 ImLHE が小さいときのみ正しい (指数関数を開くときに O(|LHE|2)をネグ
るので).
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となることを “ちゃんと”示した. 初めて場の理論に基づいて粒子生成の定式化を与えたので,

その貢献にちなんで,「強い電磁場による粒子生成」2のことを「Schwinger機構」(または, 元々
の Sauterの貢献もリスペクトして「Sauter-Schwinger機構」)と呼ぶことが多い.

Schwingerの公式 (3)で重要なことは, 電場 eEに対して非摂動的であることである (真性特異点
になっているので eE = 0周りでTaylor展開できない). つまり, 普通の摂動論の範囲では絶対
に求めることはできない3. 物理的にも, 定常電場を構成する光子はエネルギー 0であるはずだ
から, 無限個関与しないとどう頑張っても粒子生成を引き起こすような有限のエネルギーを供
給することができず, 非摂動的にならざるを得ない.

なお, うるさいことを言えば, この時点で示されたことは「真空は電磁場中で崩壊する」という
ことであって, それが「電子陽電子対が生成している」ことによって引き起こされている, とい
うことまではちゃんと示されたとは言えない. 粒子生成が起きていることを陽に確かめたのは,

後年のNikishovの仕事が初めてだと思う. また, ラベル nが nペアの粒子生成確率に対応する,

という解釈をたまに見るがこれは誤りである4. 指数関数 e−π
m2

eE の時点で既に nペアの生成もす
べて足し上げられている.

• 1969年: NikishovがBogoliubov変換の方法 (に対応する方法)に基づいて, Schwinger機
構にとよって生成される粒子数分布を計算した.

一様定常電場中のDirac方程式を解きBogoliubov係数 (に相当するもの)を求めることで, 粒子
数分布,

1

V

d3N

dp3
=

1

(2π)3
exp

[
−πm

2 + p2
⊥

eE

]
, (4)

を計算した [23]. つまり, 電場中で確かに粒子生成が起こることを陽に確かめた.

ここで, 単位時間体積当たりに生成される全粒子数,

N

V T
=

1

V T

∑
s

∫
d3p

d3N

dp3
= 2× |eE|2

(2π)3
exp

[
−πm

2

eE

]
, (5)

が単位時間体積当たりの真空崩壊率 wとは一致しないことを注意しておく (この点は後年に
Cohen-McGadyによって再考された [24]). 一般に, 真空崩壊率wの最低次の n = 1の項と生成
率N/V T が一致する. つまり, 弱電場m2/eE ≪ 1のときのみw ∼ N/V T が成り立つ. 従って,

1ループ有効作用を求める方法 (例えば, worldline instanton 法)では, 粒子生成数を求めること
2もっと正確には,「定常電場による粒子生成」, またはちょっと拡大解釈をして,「十分に遅い電場による粒子生成」,

のことを Schwinger機構と呼ぶのがより正確である. というのは, 電場がいくら強かろうが, 電場が早くなってくると, 物
質での光電効果と同じように, 非摂動的なトンネリングではなく, 摂動的な粒子生成が支配的になるわけで, こういうのは
単なる光子からの対生成であって, Schwinger機構とは呼ばない. このノートでも本当は注意深く区別するべきだが, 推
敲をちゃんとしていないので, あまり区別していないで書いていると思う.

3Borel総和法で摂動展開の総和を取ることで, Euler-Heisenberg Lagrangian LHEを摂動展開したものから, Schwinger
の公式を再現する, ということは一応できる [19, 20]. 2-loop(に対しては積分系での有効ラグランジアンの表式が知られ
ているので)に応用した仕事もある [21, 22]. しかしながら, うるさいことを言えば, これらの計算は現状では, 答えを非
摂動的に知っている有効ラグランジアンを無理やり摂動展開してそれを総和したらなんか元の答えが出た, という以上の
意味はないと思う.

4例えば, スカラー粒子の場合に真空崩壊率を計算すると, (−1)n−1という余計な位相因子が出てくる. なので, nペア
の確率解釈をしようとすると, 偶数ペアの生成確率が負になって明らかに変.
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は弱電場のときしかできない (し, そもそも 1ループ有効作用の表式では運動量などのすべての
量子数が積分されたものしか求まらないので, 運動量分布などの微分的な情報は本当は得るこ
とができない).

これまで紹介したのはスピン 1/2のフェルミオンに関する結果であるが, 1972年に, Marinov-

Popovによって任意のスピンの場合への拡張も議論されている [25]5. その結果によれば, 一様
定常電場の場合に関しては, スピン自由度は単に自由度を増やすだけで粒子生成量を変えない.

つまり, 式 (5)にあるスピン自由度の関連した因子 2を 2s+1に変えれば良い. 一方, 磁場6があ
るときは粒子生成は陽にスピン依存する. 磁場があるときは, 横方向の運動がランダウ量子化,

m2 + p2
⊥ → m2 + (2n + 1)eB − 2s∥eB (ここで, s∥ = −s,−s + 1, · · · ,+sは磁場方向のスピン;

nはランダウ準位のラベル),
∫
d2p⊥ → 2π|eB|

∑∞
n=0を受ける. その結果,

N

V T
=

1

T

s∑
s∥=−s

∫
d3p

1

(2π)3
exp

[
−π

m2 + (2n+ 1)|eB| − 2s∥eB

|eE|

]

= (2s+ 1)
(eE)2

(2π)3
exp

[
−πm

2

eE

]
×R . (6)

ここで,

R =
N(B)

N(B = 0)
=

1

2s+ 1

∣∣∣∣πBE
∣∣∣∣ sinh

(
(2s+ 1)

∣∣πB
E

∣∣)
sinh2

∣∣πB
E

∣∣
∼

{
1 + (−1+4s(1+s))

6

∣∣πB
E

∣∣2 (∣∣πB
E

∣∣≪ 1
)

1
2s+1

2
∣∣πB

E

∣∣ e(2s−1)|πB
E | (∣∣πB

E

∣∣≫ 1
) (7)

である. スピン sが 1より大きくて磁場が強いときには (Nielsen-Olesenの不安定性 [28, 29, 30]

の名残のために)指数関数的に粒子生成が大きくなっていることは興味深い [31, 32]7.

• 1970年: Brezin-IzyksonとPopovが時間依存する電場における摂動/非摂動的な粒子生成
の移り変わりを半古典近似の範囲で議論
これまでの結果は定常電磁場に対するものであったが,時間依存電場における粒子生成がBrezin-

Izykson [33]とPopov [34, 35]によって独立に議論された810. 半古典近似に基づいた計算を行う
5もう少し細かいことを言えば, Heisenberg-Euler Lagrangian LHEのスピン 0への拡張は 1936年にWeisskopfが [26],

スピン 1への拡張は 1965年に Vanyashin-Terentevがそれぞれやっている [27].
6正確には電場と同じ方向に向いた一様定常磁場. 一様定常なときには, 系を特徴づけるローレンツ不変量が F と Gし

かいないので, ローレンツ変換をすることで電磁場が平行な状況に移っても一般性を失わない.
7田屋が知る限り, この爆発的増大はMarinov-Popov [25]が初めて指摘したものだと思うが, 彼らは爆発的な粒子生成

は禁止されて然るべきなので磁場の強さに制限がかかる, という論理を展開している. 他方で, 丹治-板倉 [31]は, 定常電
場があると粒子は無限に加速されて無限にエネルギーを得ることができるから, 不安定性を引き起こすタキオンモードは
漸近状態で必ずいなくなるので, こういう爆発的な粒子生成は well-definedである, という立場である. 一方で, そもそも
これらの結果はすべてバックリアクションを無視した計算であるが, 爆発的増大があるとそのバックリアクションを取り
込まないといけないことは頭に留めておかないといけない. このときのバックリアクション問題はまだ誰もできていない
と思う. 実時間発展を追うときには物理量を正しく正則化しないといけないのだけれども, 不安定モードがあるときの正
則化がよくわからない.

8Brezin-Izyksonの計算 [33]は, 物性物理でしばしば使われるDykhne-Davis-Pechukasの方法 (DDP法) [36, 37]に他
ならない (最近, 福嶋-島崎が Leftchetz thimbleの言葉で再考している [38]). Popovは imaginary-time methodという方
法に依拠している [34, 35]9.

10この Brezin-Izyksonの結果は, 時間依存電場に対する最も重要な結果で, 今日に至るまでの理論計算でこれにとって
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ことで電場の典型的な周波数 ωに応じて,

N ∝

{
e−π

m2

eE (γ ≪ 1)

(eE)2×2m/ω (γ ≫ 1)
with γ :=

mω

eE
(8)

とスケールする, ということが議論された. ここで, γは歴史的な経緯 11からKeldysh parameter

と Schwinger機構の研究では呼ばれる12. 直感的には, m/eEがおおよそのトンネリング時間を
与えるので, それを電場の典型的な時間スケール 1/ωと比べたもの, と解釈できる. つまり, γ

が小さいとトンネリングが起こる前に電場が変わってしまうので, 素朴なトンネリング描像が
危うくなる. 電場が遅いときは, これまで見てきた公式のように粒子数は eEに対して非摂動的
であるが, 電場が早くなると eEに対してたかだか冪の依存性しか持たない, つまり, 粒子生成
は摂動論的になる, ということを意味している. 物理的には, 電場が早くなると, 物質における
光電効果と同じように, 電場はインコヒーレントな散乱を起こす. このインコヒーレントな散
乱は, 一回の散乱あたりにωのエネルギーを真空に与えるだろうから, その粒子対生成のエネル
ギー閾値 2mを与えるには 2m/ω回散乱すればよい. よって, 散乱振幅は∼ e2m/ωとなるはずな
ので, これを二乗したものが粒子対の生成確率を与えるのだ, と解釈される.

• 1975年: Ritus-Lebetovが 2-loopの有効ラグランジアンを計算し, 高次ループ補正について
の conjectureを提案した.

Schwingerの 1-loopの結果を Ritus-Lebetovが 2-loopに拡張した (dynamical photonのゆらぎ
が入って, 1-loopの間に photon propagatorが飛ぶようなダイアグラムの寄与を計算した). 結
果は複雑な 2重積分の形になっていて, 一般の電場強度 eE/m2に対して簡単な形に書き直すこ
とはできないが13, 電場が弱いとき eE/m2 ≪ 1は, 有効ラグランジアンの虚部は,

2 ImLtwo-loop = 2
(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

(
1

n2
+
e2

4
Kn +O(e4)

)
e−n

πm2

eE

代わるような結果は得られていないと思う. その一方で, Brezin-Izyksonの結果はいくつか不満足な点があることを強調
しておく. ひとつは定量的に必ずしも良くないことで, 実際に数値計算や可解な電磁場ポテンシャルの結果と比較してみ
ると, 摂動論的な領域 (γ ≫ 1)の結果はあまり正しい結果と合致しない [39] (図 6も参照). つまり, γ ≫ 1の領域の粒
子生成は必ずしも半古典近似で計算できず, したがって, 半古典近似に依拠した Brezin-Izyksonの議論は完全に信頼して
いいものかは微妙なところがある. ふたつ目の点は, Brezin-Izyksonの結果が正しいとすると, γ というひとつだけのパ
ラメータだけで物理が決定されているわけで, これはとても不思議である. というのも, 今は系を特徴づけるパラメータ
が 3つ (電場 eE, 質量m, 周波数 ω)があるので, これを組み合わせると無次元量は 2つ組める. つまり, 粒子生成は γ の
みならず, なにかもう一つの隠れたパラメータによってもコントロールされて然るべきである. このあたりを真面目に議
論している人がいるのか, 田屋はよく知らないが, 自分が考えてみた範囲だと, この隠れたパラメータは半古典近似の限
界に関わっていて, それは高次のインスタントン寄与と関係し普通の半古典近似の範囲ではどうしてもネグられてしまっ
ているっぽい (例えば, 可解な Sauter電場を使うと, それを陽に見ることができる [39]). また, この隠れたパラメータは,
Brezin-Izyksonが求めたようなmulti-photonの摂動論的な粒子生成から, もっと低次の one-photonの粒子生成の移り変
わりを記述する上でのオーダーパラメータ―的な役割を果たすので [40], ちゃんと取り込んだ計算ができると, より広い
範囲の粒子生成が議論できてうれしいと思うが, これはまだ十分な理解が得られていない問題だと思う.

111965年に Keldyshがイオン化の研究の文脈で似たようなことをやって, パラメータ γ に相当するものを初めて導入
したため [41].

12レーザー物理の文脈では γ−1 のことを classical nonlinearlity parameterと呼び, a0 とか ξ の文字で表記されること
が多い. 物理的には, レーザーが 1周期 T = 1/ωで与えるエネルギー eE/ωを電子質量でスケールしたもの, と解釈され
る.

13Euclidean self-dual fields Fµν = F̃µν という特別な場合だと解析的な形に書き直せるらしい [42, 43, 44]. また, この
積分表示を摂動展開してわしゃわしゃリサージェンスしたのが文献 [21, 22]の内容.
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∼ 2
(eE)2

(2π)3

(
1 +

e2

4
+O(e4)

)
e−

πm2

eE (9)

となる14. ここで, Kn = − m√
eE
cn + 1 + O

(√
eE
m

)
で, c1 = 0, cn =

∑n−1
k=1 1/2

√
nk(n− k) ∼

π/2
√
n (n > 1)である.

Ritus-Lebetovは高次ループの寄与は指数関数的な形でリザムできるのは, という conjectureも
提案した (Ritus exponentiation conjecture):

2 ImLall-loop
?
= 2

(eE)2

(2π)3

∞∑
n=1

1

n2
e−n

πm2
eff

eE ∼ 2
(eE)2

(2π)3
e−n

π

(
m− e2

4π
eE
2m

)2

eE . (10)

ここで, 有効質量meff は,

meff = m+
e2

4π

ncn
2

√
eE − e2

4π

neE

2m
+O

∣∣∣∣∣
√
eE

m

∣∣∣∣∣
3
 n=0−−→ m− e2

4π

eE

2m
. (11)

(n = 0のときの)有効質量meff はクーロン相互作用の言葉ですっきり理解できる15: 粒子生成
が起きた時, 電子陽電子のペアは典型的にはギャップの長さ r ∼ 2m/eEだけ引きはがされてい
るだろうから, このペア間に働くクーロン引力ポテンシャルは δm = − e2

4π
r ∼ − e2

4π
eE
2m

. これはた
しかに式 (11)の負の質量補正を再現する.

Ritusの conjuectureは現在に至るまで証明されていない. というのも高次のループ計算はやは
りとても難しく, 3-loopの計算すら人類は未だに成功していない16. が, worldline instanton法
で適当に弱電場の計算をスカラーQEDでやると, 式 (11)の n = 0とコンシステントな結果が
得られるらしい [52].

• 1981年: 真空崩壊するような外場中での摂動論の整備.

Dynamicalな photonのゆらぎによる輻射補正を考えるとき, 普通の場の理論の教科書でやる勉
強する摂動論では, 真空は安定である, |0; in⟩ = |0; out⟩, という暗黙の仮定のもとに散乱過程
を議論する. 外場があって, 粒子生成が起きていると真空は不安定なので |0; in⟩ ̸= |0; out⟩, 真
空の不安定性に注意しながら摂動論を組まないといけない. このとき真空の不安定性に起因す
る新しいプロセスも出てくる. 例えば, Schwinger機構によって対生成された粒子からの光子
生成など. このような不安定な真空中での摂動論は Fradkin-Gitman [53, 54]によって整備され

14式 (9)はフェルミオンの結果. Kn は O
(√

eE
m

)
をネグればスピンに依存しない. スカラーの場合は, nの和に位相因

子 (−1)n−1 を足して, スピン縮重度の因子を 2 → 1に変えたものになる.
15現論文 [45]を読むと, ラベル nを残したまま解釈していて, nを一度に nペアが生成される, という前提で解釈して
いるが, これは式 (5)の下で言及したように正しくないと思う. ただ, そういう解釈を強行することにすれば, nペアある
のだったら, クーロン力の引力ポテンシャルは n倍されるので, たしかに負の質量補正が n倍されるのも自然に出てくる.
また, 有効質量 (11)の 1項目の正の補正は, n > 1個以上の生成が起きた時の電子同士の反発が効いてくる, という解釈
も与えることができる.

16QED1+3だと無理だが, QED1+1ならある程度できるかも, という研究がある [46, 47]. しかし, 積分形を得ることは
できるようなのだが, それはとても複雑で, そこから弱電場展開して展開係数を求めたりするのすら大変らしい. 違う高
次計算のアプローチとして holographicな方法があるが [48, 49, 50, 51], 田屋はそれがどれくらいまっとうな結果なのか
よくわからない.
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た17. しかし, かなり形式的な議論にとどまっているので (だし, ノーテーションがダルすぎて
文献 [53, 54]は読めたもんじゃない), これが実際に現象論的にどうとか定量的な計算はこの時
代には行われていなかったと思う.

• 1983年: 重イオン衝突の文脈でのバックリアクション問題の現象論的議論.

これまでの議論は電磁場は背景場であって完全に手で固定されていた. これはエネルギー保存
則を破っている. 粒子生成の元となるエネルギーのソースは, 親の電場から来ているので, 大量
の粒子が作られたならば, その分のエネルギーが電磁場から抜けていないといけない. バックリ
アクション問題は, 田屋の知る限り, 重イオン衝突の文脈 (特に衝突直後のクォークグルーオン
プラズマ生成と熱化過程)で議論されたのが初めてである [56, 57, 58]. しかしながら, 当時の議
論は現象論の域を出ず, どれくらい妥当なのかが不明だった. 例えば, Boltzman方程式のソー
ス項に手で Schwinger機構の効果を入れて, それをMaxwell方程式と連立させる, みたいな計算
をしていた.

• 1987年: Cooper-Mottolaたちによるバックリアクション問題の場の理論的な取り扱い.

Cooper-Mottolaやその共同研究者たちによって, 場の理論に基づいたバックリアクションの理
論が平均場近似かつ空間一様の電磁場の範囲内で完成し, その数値シミュレーションも実行さ
れた [59, 60, 61, 62, 63, 64]. もう少し具体的に言えば, Dirac方程式とMaxwell方程式を連立し
たものをセルフコンシステントに解いた:{ [

i/∂ − e /A−m
]
ψ = 0

∂µF
µν = ⟨eψ̄γνψ⟩

(12)

ここで, 期待値 ⟨· · ·⟩を UV発散が出ないように well-definedに定義する必要があるが, これは
断熱正則化で処理された (断熱正則化はもともと曲がった時空での量子論の文脈で開発された
もの [55, 65]). 解いた結果, 電場は単なる減衰ではなくて減衰振動を見せることや, 量子干渉に
よって粒子分布が素朴なガウシアン的な分布から大きくズレたりすることが見出された18.

• 2000年以降に特別に重要な発展は個人的にはないと思う. しかしながら, 散発的に興味深そう
な/(なぜか)流行っているアイデアが提案されていないこともないので, それをバラバラと眺め
ることにする.

• 2004年: Locally-constant-field approximation (LCFA)の導入.

今までの計算はすべて空間一様であることを仮定していた. 空間が非一様な場合の Schwinger

機構も当然気になるところである. そのような場合の Schwinger機構を解析する 1つのアプロー
チとして, Locally-constant-field approximation (LCFA) が Schwinger機構の研究に導入され
た [82] (もともとは e → γγとか外場中の普通の散乱過程に対して用いられていたテクニック
で [83, 84], 今日でも非常によく使われている一方で, その限界を突破することが 1つの分野の
大きな目標になっている). LCFAのアイデアは非常に単純で, 電磁場は十分に遅いと思って一

17Birrel-Daviesの教科書 [55]の最後の章が不安定真空があるときの相互作用の効果だったので, たぶん曲がった時空
の量子論の文脈だと既にたくさんこういうことは議論されてるはずだと思うけど, 田屋は詳しくない.

18この仕事以降にバックリアクション問題ですさまじい発展はないと思う. しかしながら, Wigner関数の方法 (Dirac-
Heisenberg-Wigner formalism; DHW formalism) [66, 67, 68, 69]や realtime lattice fermionを使ったシミュレーション
法 [70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81]などの新しいテクニックが開発されたりしてはいる.
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様定常電場の結果 (3)や (4)に出てくる電場Eを手で時空間依存したものに変えるE → E(t,x)

ことで真空崩壊率や粒子生成数を求めよう, という方法である. これはもっとも原始的な近似で
はあるが, 時空間に非一様電磁場へのこれを超えるような解析的アプローチは開発できていな
い. 時間だけに依存する場合は, Sauter型の電場などの厳密解と比較することでLCFAの正当性
を調べることができて, 半古典近似よりも全然狭いパラメーター領域しか記述できない [85, 86]

(図 6も参照).

• 2005年: Worldline instanton methodの開発.

Worldline instanton法と呼ばれるおしゃれな名前の半古典近似の方法が開発され, Brezin-Izykson

の結果 [33]を再現した [87, 88, 89] (モノポール生成の文脈ではあったが, 一番初めに Schwinger

機構的なもの適用したのは Affleck-Avarez-Manton [52]). 雑に言えば, 外場中の場の量子論を
1粒子の量子力学の問題に落として, 半古典近似の範囲内でその粒子のインスタントン的な配
位を調べることで粒子生成を計算する, という方法である. 半古典近似に依拠するので, 他の
さまざまな半古典近似の取り扱い (WKB法 [39, 90], phase-integral method [91, 92, 93, 94],

divergent asymptotic series method [95, 96, 97], DDP法 [98, 99, 100, 38, 39], imaginary-time

method [101, 102, 103, 104]など)と結局同じ結果しか得られないので [39], 自分のやりやすい
好きな方法を使えば良いと思うのだが, なぜか strong-field QEDの文脈だと一番用いられてい
るように見える.

• 2008年: 光子生成に関する議論.

Dynamicalなphotonを考慮すれば, Schwinger機構が起きた後に荷電粒子が光子を吐くことがで
きる. なので, Schwinger機構を介して, 真空から光子生成が起こる. このような光子生成の過程
が2008年ごろから今日に至るまで定量的に議論されるようになってきた [105, 106, 107, 108, 109].

が,得られている結果は結構謎で再考の余地がある. 典型的に言われるのは,ソフトな光子が親の
荷電粒子対ペアよりもはるかに大きい数生成されることが可能で, これは Schwinger機構の観測
量として使えるかも,というものなのだが, IR発散をそもそも処理していないので,物理的な結果
なのか謎. 光子生成に関連して, Schwinger機構を介在した高次高調波発生 [110, 111, 112, 109, 90]

も議論されているが, 典型的に Euler-Heisenberg有効作用に依拠したもので, それは ω → 0の
極限でしか正当化できないものだから, まじめに考える余地があると思う. 最近, 物性で固体の
高次高調波発生 [113, 114]が盛んに議論されたりして, カットオフ則がどうたらとかいろいろ
なことが分かってきているように見えるが, そのレベルまで成熟していない.

• 2008年: QED cascadeの提案.

バックリアクションの文脈で, dynamicalな photonも含めて輻射補正を真面目に考えると, カ
スケード的に e → γγと γ → eγの過程が繰り返し起こって, 輻射補正を完全に無視した平均
場近似のものよりもはるかに速く電場が decayするのではないか, というアイデアが提案され
た [115, 116, 117]. 文献 [115, 116, 117]でやっているのは, 真空崩壊しないような電磁場の配
位を持ってきて, そこに種となる親粒子を 1個おいたときに, その親粒子がどうやって増えてゆ
くか, ということを議論している. ここで使っている散乱断面積なんかは安定な真空のときの
LCFAの結果を適当に使ったものなので, Schwinger機構のバックリアクション問題にどれくら
い適用できるものなのか, ということに関しては真面目に考えないといけないが, まだできてい
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ないのが現状だと思う19.

QED cascadeは, 物性物理, 特に半導体, で言う avalanche breakdownに対応する. 他方で, カ
スケードが効かなくて, Schiwnger機構による粒子生成だけで電場が decayする仕組みを Zener

breakdownという. Avalanche breakdownはバンドギャップが大きい物質で起こる. ギャップが
大きいと, 粒子生成が十分に起きるまでにカスケードがたくさん起きるから20.

• 2008年: dynamically assisted Schwinger mechanismの提案.

一様定常電場に対する粒子生成は質量で強く抑制されている. 現代の実験で実現できる電場の
強さは, どうがんばっても eEcr := m2よりも数桁落ちる. よって, Schwinger機構を実験的に検
証するのは厳しい. でも, なんとかして真空から粒子を作れないだろうか? そのアイデアとして
dynamically assisted Schwinger mechanismがDunne-Schutzhold [128, 129]によって提案され
た. アイデアは一様定常電場 (あるいは遅い電場)に対して速い電場を重ね合わせる, というも
のである. 速い電場は摂動的に粒子生成に関与することで, Diracの海にいる粒子にエネルギー
を与え, ギャップの中に粒子を励起する. すると, そのギャップの中からトンネリングによる粒
子生成が起こると思えるので, そうすると普通の場合と比べれば短い距離をトンネリングすれ
ばよいので, 粒子生成率は増えるだろう, というものである.

とても流行ったトピックではあるが,本質的には物性物理の文脈で 50年以上も前から知られてい
たFranz-Keldysh効果のQED版である [130, 131, 132, 133, 134]. あるいは, strong-field QEDで
古くから議論されている,外場中のnon-linear Breit-Wheeler process γ

外場との non-linear な相互作用−−−−−−−−−−−−−→ e+e−

で, 初期の光子 γを古典場に置き換えた場合に過ぎない. なので, 本質的には良く知られた現象
で実はそんなに新しくない. また, dynamically assisted Schwinger mechanismで本当に大量の
粒子を作るためには相当速い周波数の電場 ω ∼ 2mを用意する必要があるが, こんなに早い電
場を用意するのは実験的には厳しい (現状はたかだか ω = O(1-10 keV))

• 2009年: 量子干渉効果の発見.

複数のピークを持つ電場 (例: Subcycle構造を持ったレーザー)など, 粒子生成が何かも起き
るような電場の配位に対して, それぞれの粒子生成イベントが干渉を起こすことで粒子数分布
などの観測量が特徴的な干渉模様を示すことが数値計算で予見された [135]. すぐに後に半古
典近似の計算によって Stokes現象の言葉で理解できることがDumlu-Dunneによって議論され
た [136, 137, 99, 99]21. 物理的な理解としては以下の通りである: Diracの海の描像に立つと, 粒
子生成が起こるということは,負エネルギー状態の粒子が正エネルギー状態に遷移した結果起こ
るわけである. 負エネルギーの粒子の波動関数は e+i

∫ t dt′ ωp(t′) (ここで, ωp =
√
m2 + (p− eA)2

は電場中の 1粒子エネルギー)と変化し, 正エネルギーの粒子の波動関数は逆位相で変化する
e+i

∫ t dt′ ωp(t′). 今, 時刻 t = t1と t = t2 > t1で粒子生成が起きたとすると, t1で作られた粒子は t2

19理論的に本当に真面目にやろうとすると, Kadanoff-Baym を真面目に数値的に解くしかないように見える. 衝突
項を 2PI有効作用で決定したりするのが良くある方法だと思うが [118, 119, 120], 2PIだとゲージ不変性が保てないの
で [121, 122, 123, 124, 125], どれくらいまともな計算になるか謎. ちなみに 2PIから粒子生成や散乱過程も含むような
Boltzman方程式を導出しましょう, という研究が文献 [126]で行われたりした. 2PIを使って QEDを解きましょう, と
頑張った博士学生がいたらしいが, なんか発散とかいろいろあってうまくいかなかった, という博論を書いている [127].

20たぶん, このあたりのことを strong-field QEDに人は知らないっぽいので, 物性でやっているテクとかを導入すると,
なんか楽しいことが言えるかも.

21逆に半古典近似を超える範囲でスッキリとした定式化はないと思う. 半古典近似では扱えないような速い電場とかを
考えると, 素朴な半古典近似で予想されるものとは違うような効果も見えたりするかもしれないらしい [138, 139].
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までの時間の間に e−i
∫ t2
t1

dt′ ωp(t′)の位相を獲得する. 一方で, t = t2で生成される粒子は, t = t1か
ら t2までの時間の間は負エネルギー状態なので, その時間の間に獲得した位相は e+i

∫ t2
t1

dt′ ωp(t′)

である. よって, t = t2に粒子生成が起きた時, すでに時刻 t = t1で生成された粒子と波動関数
の位相がズレている. この位相干渉によって粒子生成が destructive/constructiveになるかが変
わる.

この現象も元ネタをたどると, 物性のLandau-Zener転移の文脈で 100年近く前から知られてい
る Stückelberg phase interference [140, 141]というものに対応する. 物性の他の文脈だと, 高次
高調波発生のエッセンスだったりする [90]. 宇宙論でも preheatingのときの broad resonanceの
文脈とかで良く議論されていると思う (例えば, Kofman-Linde- Starobinsky [142]).

• 2014年: 断熱粒子描像や超断熱粒子描像に関する議論.

これは曲がった時空の量子論の文脈でParkerとか偉い人が腐るほと議論した話題ではあるが [65],

実時間発展を記述するためにどのような粒子描像を設定するのが適当なのか, という問題が再
考された [143, 144]. 得られた新しい物理は特にないと思うが, なぜか業界では結構注目を集め
ていて不思議.

• 2017年: Furry pictureの摂動論に基づいた Schwinger機構の記述.

電場が遅い (非摂動的)成分と速い (摂動的)成分に分割できるときには (例: dynamically assisted

Schwinger mechanism), 遅い電場でドレスされた波動関数なりプロパゲータを使って, 速い電場
は摂動的に扱うようなアプローチ (Furry pictureの摂動論)が有効であると思われる. このような
Furry pictureの摂動論に基づいたSchwinger機構の理論が整備され [134, 145, 146, 147, 148, 149],

半古典近似よりもはるかに良い記述を与えることが演示された.

2.3 課題
前節 2.2で眺めたように, Schwinger機構の研究は 100年近い歴史があるので, 簡単なところは割と
やられている印象がある. 一方で, まだよくわかっていない問題も多い. 例えば:

• 半古典近似を超える解析法: 非定常な電場に対する方法として半古典近似が広く使われている
が, 逆に言えば, まともに確立している方法は半古典近似しかない. 半古典近似の範囲だと遅い
電場にしか使えないので, 中途半端な速さの電場とか, もっと広いパラメータに使える方法が欲
しかったりする. また, 半古典近似の範囲内でも非自明なことはいろいろとあって, 例えば, 円
偏光するような電場の場合には ℏのカウンティングがバグるらしく, 素朴な半古典近似は使え
なかったりする [150, ?]. あるいは, 高次のインスタントン寄与を真面目に計算して, それがど
ういう普通に速い電場による粒子生成とかに効くのか, みたいな議論は見たことがない.

• 空間非一様な場合の解析: 空間非一様な場合の Schwinger機構に使える計算は LCFAくらいし
かない. 数値計算でがんばることもできるが, 必要なメモリが多いのでかなり大変. また, 空間
非一様になった場合に断熱正則化は使えないので, 期待値のUV発散やくりこみの処理をどう
するかよくわからない.
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• 輻射補正: 現状できているのは 2-loopまでの計算で, 高次がどうなっているか誰も知らない.

Ritus conjectureはあくまで conjectureで, 本当に正しいのか/間違っているのかよくわからな
い. 光子生成はなにか非自明な観測量を与える可能性があると思うが, 現状では IF発散すらま
ともに処理していないダメダメな計算しかないので, まじめに考えないといけない.

• バックリアクション: 平均場近似と断熱粒子描像の範囲でしかバックリアクション問題は定式
化できていない. 特に, 平均場近似を超えたときにQED cascadeとかが起こって非自明な効果
を出すと思うが, どうやっていいかよくわからない. Kadanoff-Baymを解くのが一番まっとう
なので, それをやりたいところだが, 一般に衝突項がメモリ積分とかを含むのですごい大変だ
と思う. 2PIでも良いけど, ゲージ不変性を破るので, そのあたりは慎重に考えないといけない.

準粒子描像を認めて, Boltzman方程式を使ってノリでやるのも一つの手だが, そのためにはそ
もそも真空が不安定なときの散乱振幅とかを真面目に計算しておかないといけない.

• 他の観測量: 今までの研究では主に粒子生成数とかスペクトルとか真空崩壊率が議論されてい
たわけだが, 別に他の観測量があっても良い. 個人的には, スピン・カイラリティ生成とかに興
味があるところだが [145, 151, 146], 他にもっとおもしろい観測量があるかもしれない. エンタ
ングルメントとかブラックホールでどうたらやっているような量も計算できるはずので, ブラッ
クホールやる前にもっとわかりやすい Schwinger機構でやっとく, とかいうのは 1つの方向性
だと思う.

• 他分野から学ぶ: Schwinger機構なり strong-field QEDの文脈で新しい発見に見えても, 実は物
性とか宇宙で 50年以上前にそんなんやられてますよ, みたいなことが歴史上多々起きている.

なので, 他分野の強い場の物理ではどういうことがやられているのかをちゃんと知ることがま
ずは大事だと思う. 逆に, strong-field QEDの文脈で新しいテク/現象が発見されているかもし
れないので, それを輸出すると, みんながハッピーになると思う.

3 外場中の場の量子論
(3節で言いたいこと)� �

• 粒子生成の物理はBogoliubov変換の言葉で定式化でき, 運動方程式を解いてBogoliubov係
数を求める問題に帰着させることができる.

• 外場があるときは, モード関数の選び方に注意しないといけなく, これは何を “粒子”と定
義するか, ということに関わる.

• 真空崩壊率と粒子生成率は違う量. なので, 真空崩壊率を求める方法 (例えば, worldline

instanton法とか)だと粒子生成率をちゃんと求めることは弱電場の極限とかじゃないとで
きない.� �

正準量子化やBogoliubov変換の方法に基づいて Schwinger機構を議論する (丹治 [152]が非常に参
考になる). 簡単のためにスカラーQEDを考え, 電磁場は空間一様な電場のみがある状況を考えるこ
とにする. スピン自由度は, 電磁場が磁場成分を持っていたり偏極をしていたり, あるいは, 量子干
渉が大事になる状況でなければあまり重要になることはない. また, 結合定数が弱い極限を考えて,
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Schwinger機構が起きた後の散乱過程とかは全部無視し, さらに, 電磁場へのバックリアクションも無
視する. つまり, ラグランジアンとして,

L = |(∂µ + ieAµ)ϕ̂|2 −m2|ϕ̂|2 (13)

を考える. ここで, Aµは電磁場だが, 完全に古典的で外場として取り扱う. 散乱過程を考えたければ,

Aµに量子ゆらぎを加える必要があるが, 今回のレクチャーではまったく議論しない. バックリアク
ションを考えたければ, 電磁場のMaxwell項を式 (13)に足してAµをダイナミカルにする必要がある.

これは 5節で議論する.

3.1 正準量子化 (外場がないとき)

外場中の正準量子化を議論する前に, 外場がないときの普通の正準量子化を復習する.

(1) モード展開をする.

場の演算子 ϕはKlein-Gordon方程式を満たす:

0 =
[
∂2 +m2

]
ϕ . (14)

このKlein-Gordon方程式は空間並進に対して対称なので, 場の演算子 ϕを空間についてFourier変換
すると気持ちが良い:

ϕ(t,x) =

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[
ϕp(t)ap + ϕ∗p(t)b

†
−p

]
. (15)

ここで, モード関数 ϕpは,

0 =
[
∂2t +m2 + p2︸ ︷︷ ︸

:=ω2
p

]
ϕp (16)

を満たす. この解は明らかに平面波であるから,

ϕp(t) = (規格化因子)× e−iωpt =
e−iωpt√
2ωp

(17)

ととるのが “自然”である. ここで, 規格化因子は原理的にはなんでも良いが, 個人の趣味で
1 = +iϕ∗p

↔
∂ tϕp (18)

を満たすように選んだ. ここで,
↔
∂ t :=

→
∂ t := ∂t −

←
∂ t := ∂tである. (ϕ1|ϕ2) := +iϕ∗1

↔
∂ tϕ2は, たまに

Klein-Gordon内積と呼ばれるが, これは ϕ1, ϕ2がそれぞれがKlein-Gordon型のモード方程式 (16)の
解かつ ωp ∈ Rである限り22, 保存量である: ∂t(ϕ1|ϕ2) = +iϕ∗1

↔
∂2t ϕ2 = +iϕ∗1([ω

2
p]
∗ − ω2

p)ϕ2 = 0. この規
格化条件から, (

ap
b†−p

)
= +i

∫
d3x

 (
e+ip·x

(2π)3/2
ϕp

)∗
−
(

e+ip·x

(2π)3/2
ϕ∗p

)∗
↔∂ tϕ (19)

22ωp ∈ Rの条件は不安定モードがあったりすると破れるので, 規格化条件の置き方に少し注意が必要になる. 例えば
カラー磁場中のグルーオンなど. この場合は, グルーオンのスカラーと縦偏光モードをmixするような規格化条件を課す
必要がある [153].
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と書けることが分かる. つまり, “係数 ap, b
†
−p”は場 ϕと平面波の内積を取ると得られる.

(2) 正準交換関係を課す.

場 ϕに同時刻正準交換関係,

[ϕ(t,x) , π(t,x′)] = iδ3(x− x′) , 0 = [ϕ(t,x) , ϕ(t,x′)] = [π(t,x) , π(t,x′)] , (20)

を要請する. ここで, π := δL/δϕ̇ = ∂tϕは場 ϕの正準共役な運動量である. モード関数 ϕpの規格化条
件 (18), あるいはそれから従う式 (19), より

δ3(p− p′) = [ap, a
†
p′ ] = [bp, b

†
p′ ] , 0 = [ap, ap′ ] = [bp, bp′ ] (21)

を満たさねばならないことがわかる. この交換関係から, ap/bp (a†p/b
†
p)が (なにがしかの)“粒子の消

滅 (生成)演算子”と解釈される. つまり, 今, 任意の pに対して,

0 = ap |0⟩ = bp |0⟩ with 1 = ⟨0|0⟩ (22)

となるような状態 |0⟩を真空と定義し (規格化条件は原理的にはなんでも良いが, 個人の趣味で 1にな
るように選んだ), 生成消滅演算子 ap, bpそれぞれに対応した個数演算子は a†pap, b

†
pbpと定義される.

このとき, 真空に生成演算子 a†p, b
†
pを複数当てて作った状態,

|p1(n1),p2(n2), · · · ,pk(nk); p̄
′
1(n
′
1), p̄

′
2(n
′
2), · · · , p̄′k′(n′k′)⟩

:=
1√

n1!n2! · · ·nk!

(√
(2π)3

V
a†p1

)n1
(√

(2π)3

V
a†p2

)n2

· · ·

(√
(2π)3

V
a†pk

)nk

× 1√
n′1!n

′
2! · · ·n′k!

(√
(2π)3

V
b†p′

1

)n′
1
(√

(2π)3

V
b†p′

2

)n′
2

· · ·

(√
(2π)3

V
b†p′

k′

)n′
k′

|0⟩ , (23)

を考える. 状態を ⟨· · · | · · ·⟩ = 1と規格化するために規格化因子
√

(2π)3

V
=:
√
[δ3(p = 0)]−1がたくさ

ん挿入されている23. このとき,

⟨p1(n1), · · · ,pk(nk); p̄
′
1(n
′
1), · · · , p̄′k′(n′k′)|

(
a†pap
b†pbp

)
|p1(n1), · · · ,pk(nk); p̄

′
1(n
′
1), · · · , p̄′k′(n′k′)⟩

=

( ∑k
i=1 ni

δ3(p−pi)
δ3(0)∑k′

i′=1 n
′
i′
δ3(p′−p′

i′ )

δ3(0)

)
(24)

だから,真空に生成演算子a†p, b
†
pを複数当てて作った状態 ⟨p1(n1), · · · ,pk(nk); p̄

′
1(n
′
1), · · · , p̄′k′(n′k′)|は,

モード (p1, · · · ,pk)にa†pが作る粒子が (n1, · · · , nk)個と (p′1, · · · ,p′k′)に b†pが作る粒子が (n′1, · · · , n′k′)
個が詰まっているような状態と解釈できる.

(3) モード関数 ϕpの同定と生成消滅演算子 ap, bpの解釈.

場の理論の教科書を見ると, 大体上のように書かれていると思うが, 実は平面波を同定した式 (17)の
23ap(a

†
p)

n |0⟩ =
[
δ3(0)(a†p)

n−1 + a†ap(a
†
p)

n−1
]
|0⟩ = · · · =

[
nδ3(0)(a†p)

n−1 + (a†p)
nap

]
|0⟩ = nδ3(0)(a†p)

n−1 |0⟩など
となることを使えば正しく規格化されていることが確かめられる.
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ところで暗黙に仮定を置いていることに注意しないといけない. また, これまでの議論だけだと, 演
算子 ap, bpが一体全体どのような “粒子”を実際に作ったり殺したりしているのかよくわからない.

式 (17)において, ϕp ∝ e−iωptとするのが自然と言ったが, これは実は非自明である. というのも,

モード方程式 (16)は 2階の微分方程式なので, 独立解は 2つ存在して, それは ϕpと ϕ∗pである. つま
り, 一般的には, 適当な定数 αp, βpによる線形結合を考えて,

ϕ̃p = αpϕp + βpϕ
∗
p (25)

をモード関数として選んでも原理的に何も問題はない (最も一般的には, b†−pの前にいるモード関数
も必ずしも ϕpの複素共役である必要もないが, 簡単のためにそういう状況は考えないことにする).

この新しいモード関数 ϕ̃pに対する生成消滅演算子 ãp, b̃pは, もともとの生成消滅演算子 ap, bpと異な
る. 実際,

ϕ =

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[
ϕ̃pãp + ϕ̃∗pb̃

†
−p

]
=

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[(
αpϕp + βpϕ

∗
p

)
ãp +

(
αpϕp + βpϕ

∗
p

)∗
b̃†−p

]
=

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[
ϕp(t)

(
αpãp + β∗pb̃

†
−p

)
+ ϕ̃∗p(t)

(
βpãp + α∗pb̃

†
−p

)]
(26)

なので, (
ãp
b̃†−p

)
=

(
αp β∗p
βp α∗p

)(
ap
b†−p

)
(27)

である. このように, モード関数の選び方に応じて生成消滅演算子, すなわち何を “粒子”と呼ぶか,

ということも変わってしまう. つまり, “自然”だと思ってるモード関数の選び方, ϕp ∝ e−iωpt, が自
分の記述したい “粒子”をちゃんと定義しているのかを本当は真面目に考えないといけない. なお, 式
(27)のように, とある生成消滅演算子の組を混ぜ合わせるような 1次変換のことを Bogoliubov変換
と呼ぶ.

外場がないときに ϕp ∝ e−iωptとすると自然な粒子を定義できるのは, 以下の理由による: 外場がな
いときには系が時間に対する並進対称性を持ち, それに付随した量子数であるエネルギーが良い量子
数である. したがって, 1粒子状態はエネルギーで一意的に区別できないといけない (1粒子状態は複
数のエネルギー状態の重ね合わせになってはいけない). このことは, 対応するモード関数が並進対称
の演算子+i∂tの固有関数であることを要請する. つまり, 粒子は正のエネルギー状態である (という
風に人間は定義している)から, とある正の定数 λ > 0が存在し,

+i∂tϕp = λϕp (28)

を満たせ, と要請する. なお, このとき, ϕ∗pは自動的に負エネルギー状態に対応するモード関数にな
るので, 正しく反粒子を定義する: +i∂tϕ

∗
p = − (+i∂tϕp)

∗ = −λϕ∗p. この条件の下でモード方程式 (16)

を解けば, どうでもいい位相の不定性を除きαp = 1, βp = 0と定まり, したがって, 外場がないときに
ϕp ∝ e−iωptで λ = ωpあることが分かる.

最後に, 「対応するモード関数が並進対称の演算子+i∂tの固有関数になっている」ことと「1粒子
状態がエネルギーで一意的に区別できる」ということの対応を非自明に感じるかもしれないので, そ
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れをより明白にするために, 1粒子状態 |p(1)⟩に対するエネルギーの期待値を計算してみる. (正準)

エネルギー運動量テンソルは,

T̂ µν :=
∂L

∂(∂µϕ)
(∂νϕ) + (∂νϕ†)

∂L
∂(∂µϕ†)

− Lgµν

= (∂µϕ†)(∂νϕ) + (∂νϕ†)(∂µϕ)− gµν
[
(∂ρϕ)

†(∂ρϕ)−m2ϕ†ϕ
]

(29)

なので,

⟨p(1)| : T̂ 00 : |p(1)⟩ = ⟨p(1)| : (∂tϕ)†(∂tϕ) + (∂ϕ)† · (∂ϕ) +m2ϕ†ϕ : |p(1)⟩

=

∫
d3p′d3p′′

e−i(p
′−p′′)·x

(2π)3
ϕ∗p′

(
ωp′ωp′′ + p′ · p′′ +m2

)
ϕp′′ ⟨p(1)| a†p′ap′′ |p(1)⟩

= ωp (30)

となって, たしかにモード関数を+i∂tの固有関数に選んだおかげで, 1粒子状態 |p(1)⟩が, +i∂tの固
有値である ωpのエネルギーで特徴づけられていることが分かる. ここで, 紫外発散は : • :は正規順
序化 (例えば, : o1o

†
2 := o†2o1のように生成消滅演算子を右に持っていく順序化のこと)によって取り除

いた. 正規順序化は, 物理的に興味のない真空の寄与を差っ引くことに対応することを注意しておく.

つまり, 任意の状態 |∗⟩とバイリニアな演算子 ϕ†Γϕに対して,

⟨∗| : ϕ†Γϕ : |∗⟩ = ⟨∗|ϕ†Γϕ |∗⟩ − ⟨0|ϕ†Γϕ |0⟩ (31)

である. 実際,

⟨∗| : ϕ†Γϕ : |∗⟩ − ⟨∗|ϕ†Γϕ |∗⟩

=

∫
d3pd3p′

e−i(p−p
′)·x

(2π)3

×
[{
ϕ∗pΓϕp′ ⟨∗| a†pap′ |∗⟩+ ϕpΓϕp′ ⟨∗| b−pap′ |∗⟩+ ϕ∗pΓϕ

∗
p′ ⟨∗| a†pb

†
−p′ |∗⟩+ ϕpΓϕ

∗
p′ ⟨∗| b†−pb−p′ |∗⟩

}
−
{
ϕ∗pΓϕp′ ⟨∗| a†pap′ |∗⟩+ ϕpΓϕp′ ⟨∗| b−pap′ |∗⟩+ ϕp∗Γϕ

∗
p′ ⟨∗| a†pb

†
−p′ |∗⟩+ ϕpΓϕ

∗
p′ ⟨∗| b−pb†−p′ |∗⟩

}]
=

∫
d3pd3p′

e−i(p−p
′)·x

(2π)3
ϕpΓϕ

∗
p′ ⟨∗| [b†−p , b−p′ ] |∗⟩

=

∫
d3p

(2π)3
ϕpΓϕ

∗
p (32)

であり, これを真空の寄与と比べると,

⟨0|ϕ†Γϕ |0⟩ =
∫

d3pd3p′
e−i(p−p

′)·x

(2π)3
ϕpΓϕ

∗
p′ ⟨0| b−p′b†−p |0⟩ =

∫
d3p

(2π)3
ϕpΓϕ

∗
p (33)

だから確かに式 (31)が成り立つことが分かる. なお, エネルギーだけでなく, 同様に運動量 ⟨T̂ 0i⟩や電
荷 ⟨Q̂⟩ (Q̂ := +i(ϕ † ϕ̇ − ϕϕ̇†))の期待値を 1粒子状態に対して計算してやれば, 状態 |p(1)⟩がエネル
ギー ωp, 運動量 p, 電荷+1を持つような 1個の粒子がいる状態であり, 他方で, 状態 |p̄(1)⟩がエネル
ギー ωp, 運動量 p24, 電荷−1を持つような 1個の反粒子がいる状態であることが確認できる. まじめ
に物事を考えようとすると, 本当はこのようにいちいち 1粒子状態の期待値を取ってその値を確認し
ないと, 自分が考えている “粒子”がどういう励起に対応したものなのかよくわからない.

24モード展開 (15)の b†の運動量ラベルにマイナスが付いて−pとなっているのは, 期待値を真面目に計算したときに,
反粒子の 1粒子状態 |p̄(1)⟩がちゃんと +pの状態となるために必要. つまり, 原理的には, モード展開に出てくる生成消
滅演算子の運動量のラベルはなんでもいいのだけど, そうすると 1粒子状態が正しい運動量を持たなくなる.
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3.2 正準量子化 (外場があるとき)

外場があるときの正準量子化も基本的には外場がないときと同じように実行できる. しかしなが
ら, 外場があると一般には時間の並進対称性が壊れてしまうので, モード関数の同定が非自明になる.

これが粒子生成の物理を記述する上でのエッセンスになる. なお, 以下で展開する議論は形式的だが
完全に非摂動的な議論なので, 遅い電場に対する Schwinger機構のみならず, どんな電場に対する粒
子生成にも適用できる議論であることを言及しておく. 電場じゃなくて, 他の強い場による粒子生成
や非断熱遷移などの議論にも同様の議論が展開できる.

まずは, モード展開をする. 電磁場中のKlein-Gordon方程式は,

0 =
[
(∂µ + ieAµ)

2 +m2
]
ϕ . (34)

である. 以降は時間ゲージA0 = 0を取ってAµ = (0,−A)とする [A := (A1, A2, A3)と上付きに対し
Aを定義する]. 電磁場は空間的に一様A = A(t)だと仮定しているので, 場の演算子 ϕを空間につい
て Fourier変換すると,

ϕ(t,x) =

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[
ϕp(t)ap + ϕ∗p(t)b

†
−p

]
(35)

で, 対応するモード方程式は

0 =
[
∂2t +m2 + (p2 − eA(t))︸ ︷︷ ︸

:=ω2
p

(t)
]
ϕp (36)

である. 外場がないときと同様に一般性を失うことなく

1 = +iϕ∗p
↔
∂ tϕp (37)

と規格化を選んでも良い.

次に, 正準量子化を実行することで “粒子”を定義するわけだが, そのためには適切なモード関数
ϕpは何なのか, ということを考えなければならない. 今, 非自明なのはモード方程式 (36)において時
間並進対称性は陽に破れている. よって, 外場がないときと同じように+i∂tの固有関数になるように
モード関数 ϕpを選ぶことは合理的でない. 言い方を変えれば, エネルギーは良い量子数じゃなくなっ
ているので, エネルギーの固有状態となるように 1粒子状態を定義するのは筋が悪い. そこで以下の
対応を取る:

(i) あきらめて漸近状態に逃げる: 無限に電磁場をかけ続けることは物理的に不可能だから, 仮に
Aは無限の過去/未来 t → ±∞である定数値A(±∞)に漸近すると形式的に仮定する (一般に
A(+∞) ̸= A(−∞)). すると, 無限の過去/未来においてはωpは定数だから時間の並進対称性は
回復している. したがって, 無限の過去/未来では, 平面波によってwell-definedな粒子を定義で
きる.

(ii) 無理やり定義する: 粒子生成は実時間的のダイナミクスだから, 有限の tでも粒子を定義したい
のが人間のさがである. “もっともらしいモード関数”を手で定めることで粒子をそれらしく定
義する, という立場がこれである. 例えば, ωpが時間に依存する場合は, エネルギー演算子+i∂t
の厳密な固有関数は存在しないが, 近似的な固有関数は作ることができる. 電磁場が十分遅いと
きには, そのような近似的な固有関数をWKB近似などで系統的に構成できる.
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ここでは (i)の処方にしたがってモード関数 ϕpを同定する. (ii)に処方については 5.1節で議論す
る25 電磁場が無限の過去/未来 t→ ±∞で切れて, Aがある定数値A(±∞)に漸近するとするとすれ
ば, その漸近領域では外場がないときと同じような議論が展開できる. つまり,

lim
t→−∞

ϕin
p =

e−iωp(−∞)t√
2ωp(−∞)

and lim
t→+∞

ϕout
p =

e−iωp(+∞)t√
2ωp(+∞)

, (38)

のように無限の過去と未来で平面波になれ, という境界条件を課した 2つのモード関数 ϕin
p と ϕout

p を
考える. このモード関数でモード展開すると,

ϕ(t,x) =

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[
ϕas
p (t)a

as
p + ϕas∗

p (t)bas†−p

]
(as = in , out) (39)

となる. 無限の過去と未来において, モード展開 (39)は, 外場がないときの普通のモード展開 (15)と
完全に一致するので,まったく同じ議論が展開できて, aasp , b

as
p が対応する漸近時間においてエネルギー

ωp, 運動量 p, 電荷±1を作る生成消滅演算子になっていることが確認できる. ちなみに, 式 (19)のよ
うに (

aasp
bas†−p

)
= +i

∫
d3x

 (
e+ip·x

(2π)3/2
ϕas
p

)∗
−
(

e+ip·x

(2π)3/2
ϕas∗
p

)∗
↔∂ tϕ

= +i lim
t→±∞

∫
d3x


(

e+ip·x

(2π)3/2
e−iωpt√

2ωp

)∗
−
(

e+ip·x

(2π)3/2
e+iωpt√

2ωp

)∗
↔∂ tϕ (as = in, out) (40)

の形で内積で生成消滅演算子を表現することもできる.

無限の過去と未来の演算子は同じでなく, それは式 (27)のようなBogoliubov変換の形で結びつい
ていることがここで重要である. このBogoliubov変換は 2つのモード関数 ϕin

p と ϕout
p が等しくないこ

とから引き起こされる. 数学的には, 2つのモード関数とその複素共役は {ϕin
p , ϕ

in∗
p }と {ϕout

p , ϕout∗
p }

は, それぞれ同じ 2階微分方程式 (36)の解の基底となっているので, 基底の一方はもう一方の基底の
線形結合で書けねばならない. つまり,

ϕout
p = αpϕ

in
p + βpϕ

in∗
p (41)

なる定数αp, βpが必ず存在する. 物理的には, 1次元の量子力学のポテンシャル散乱問題でポテンシャ
ル散乱によって平面波の透過と反射が起こることと本質的に同じことが起きている (これは数学的に
は微分方程式の漸近解の Stokes現象である, という風に言うこともできて, これが 4.1節で議論する
(完全)WKB的な粒子生成の見方で大事な役割を果たす). つまり, ϕin

p は無限の過去では正方向に運
動するような単なる平面波であったが, これを時間発展させると有限の時間 tに存在する電場との散
乱によって透過と反射を受ける. したがって, 無限の未来では一般に正方向と負方向に運動する 2つ

25Schwinger機構の実時間発展の研究は, 田屋が知る限りすべての研究が (ii)の方法に依拠している. 一方で, 厳格な立
場から (ii)の処方にコメントすると, (ii)の処方で粒子を好き勝手に定義するのは自由だし, 便利な物理的な見方を与え
るのは確かである. しかし, それが “真の粒子”に対応している保証はどこにもないし, 実験的に測れるのはすべての相互
作用から解放されたフリーな粒子のみなので実験的に確かめるすべも存在しない. つまり, この立場だと, (ii)の処方は無
意味である. なにかうまい方法があると良いが, 原理的に難しいと思う.
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の平面波の重ね合わせにならなければならない. この重ね合わせの度合いが係数 αp(=透過係数)と
βp(=反射係数)に他ならない. とにもかくにも, 2つのモード関数 ϕin

p と ϕout
p は式 (41)のように混じ

りあう. よって, 式 (27)から, (
aoutp

bout†−p

)
=

(
αp β∗p
βp α∗p

)(
ainp
bin†−p

)
(42)

である2627. なお, ここで, ϕin
p と ϕout

p が同じ規格化 (37)を満たすということから

1 = +iϕout∗
p

↔
∂ tϕ

out
p

= +i
(
αpϕ

in
p + βpϕ

in∗
p

)∗ ↔
∂ t

(
αpϕ

in
p + βpϕ

in∗
p

)
= |αp|2

(
+iϕin∗

p

↔
∂ tϕ

in
p

)
+ |βp|2

(
+iϕin

p

↔
∂ tϕ

in∗
p

)
= |αp|2 − |βp|2 (45)

が従う28. これは物理的にはユニタリティが保たれていることを保障する. この規格化 (45)より,

26空間が非一様な場合でも漸近状態が well-defined (|t| → ∞で良い量子数がちゃんと同定できる)である限りは Bo-
goliubov変換の方法は問題なく使える. が, 時間発展の途中で, 空間非一様性のために電磁場から運動量が共有されるの
で, Bogoliubov変換が運動量成分に対して非対角な成分を持ちだす. つまり, 一般的には,(

aoutp

bout†−p

)
=

∫
d3p′

(
αp,p′ β∗

p,p′

βp,p′ α∗
p,p′

)(
ainp′

bin†−p′

)
(43)

のような形を取る. 空間非一様な状況での Schwinger機構の数値計算をしようとすると, この p′ の運動量積分を実行し
ないといけないので, 一般に数値計算が重くて辛い (例えば, 福嶋 [154]によるカイラル磁気効果の実時間シミュレーショ
ンなんかがあるが, これは重くてとても大変だったらしい). Stochasticな数を導入してうまいこと数値計算のコストを減
らす方法が開発されていたりする (例えば, Gelis-丹治のレビュー [7]に分かりやすく書いてある). さらにちなむと, 以下
で見るように無限の過去の真空は無限の未来の状態の Fock状態の重ね合わせで書けるが, この表式が空間非一様の場合
にどう書けるのか田屋は良く知らない. ひょっとすると, 真空崩壊率や粒子生成率の違いとかにおもしろい影響を出すか
もしれないが, よくわからない.

27Bogoliubov変換は本質的に S行列と等価である. S行列は漸近場 ϕas ≈ limt→±∞ ϕを ϕout = S†ϕinSのように結びつ
けるから,

(
aoutp

bout†−p

)
= S†

(
ainp
bin†−p

)
S である. ここで, S = e−θG, G := (2π)3

V

(
ainp b

in
−pe

+iϕ − ain†p bin†−pe
−iϕ
)
= −G† (θ, ϕ ∈ R)

とパラメトライズすると, Baler-Cambell-Hausdorffの公式から eXY eY =
∑∞

n=0
1
n! [X, [X, · · · , [X, [X︸ ︷︷ ︸

n回
, Y ]] · · · ]]で, また,

[X, [X, · · · , [X, [X︸ ︷︷ ︸
n回

,

(
ainp
bin†−p

)
]] · · · ]] =


(
ainp
bin†−p

)
(n =偶数)(

e−iϕbin†−p

e+iϕainp

)
(n =奇数)

だから,

(
aoutp

bout†−p

)
= e+θG

(
ainp
bin†−p

)
e−θG =

∑
n=偶数

θn

n!

(
ainp
bin†−p

)
+

∑
n=奇数

θn

n!

(
e−iϕbin†−p

e+iϕainp

)

= cosh θ

(
ainp
bin†−p

)
+ sinh θ

(
e−iϕbin†−p

e+iϕainp

)
=

(
cosh θ e−iϕ sinh θ

e+iϕ sinh θ cosh θ

)(
ainp
bin†−p

)
(44)

となる. よって, Bogoliubov 変換 (42) は, αp = cosh θ, βp = e−iϕ sinh θ と取ったことに対応する. (こうやって陽に
Bogoliubov変換と S 行列の関係を議論しているのは地味にあまり見たことないけど, 何かご利益があったりするのだろ
うか?)

28フェルミオンの場合は, 1 = |αp|2 + |βp|2 となる. これは |βp|2 <≤ 1であることを意味し, 最終的に生成粒子数の位
相分布が 1を超えないことを保障する (Pauli排他率).
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Bogoliubov変換 (42)の逆変換が (
ainp
bin†−p

)
=

(
α∗p −β∗p
−βp αp

)(
aoutp

bout†−p

)
(46)

で与えられることが分かる.

3.3 粒子生成と真空崩壊
時間依存するポテンシャルがあることで正と負の平面波が混じりあいBogoliubov変換 (42)を引き
起こすことをみた. この帰結が粒子生成と真空崩壊である.

これを見るために, まずは無限の過去と未来それぞれにおける真空を定義する:

0 = aasp |0; as⟩ = basp |0; as⟩ for any p (as = in, out) with 1 = ⟨0; as|0; as⟩ . (47)

無限の時間での真空の定義 (47)から, 無限の過去に用意した真空が時間発展した結果,

d3

dp3

(
N

N̄

)
= ⟨0; in|

(
aout†p aoutp

bout†p boutp

)
|0; in⟩ = V

(2π)3

(
|βp|2

|β−p|2

)
(48)

個の粒子と反粒子が生成されることが直ちに分かる29. 運動量の符号が互いにマイナスなのは, 粒子
と反粒子が対になって全運動量が 0になるような粒子生成が起きているのだと解釈できる (今は空間
一様電場なので運動量の供給がない). また, 運動量積分後の粒子と反粒子は数が同じN = N̄ になる
ことはゲージ不変性の顕れ (突然, 電荷が湧いてきたりすることはない)である.

一方, 粒子生成が起きている, ということは, 無限の過去の真空は時間発展すると多粒子状態になっ
ており, |0; in⟩ ̸= |0; out⟩であることを意味する. |0; in⟩と |0; out⟩の関係性を精査する. 今, 粒子は運
動量符号が逆になるように対で生成されると思えるので, |0; out⟩は無限の過去の Fock基底 |∗; in⟩で
見ると粒子対のペアがたくさんいるような多粒子状態になっているはずである. したがって,

|0; out⟩ = A
∏
p

exp
[
Bpa

in†
p bin†−p

]
|0; in⟩ (49)

29単に粒子数じゃなくて, 多粒子相関とかももちろん計算することができる. 例えば, 文献 [155, 156].
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を仮定してみる. この ansatz (49)が真空の条件 (47)を満たすならば, 任意の p′に対して,

0 =

(
aoutp′

bout−p′

)
A
∏
p

exp
[
Bpa

in†
p bin†−p

]
|0; in⟩

=

(
αp′ainp′ + β∗p′b

in†
−p′

β∗p′a
in†
p′ + αp′bin−p′

)
A
∏
p

∞∑
n=0

1

n!
Bn

p(a
in†
p )n(bin†−p)

n |0; in⟩

=

(
A
∏
p ̸=p′

∞∑
n=0

1

n!
Bn

p(a
in†
p )n(bin†−p)

n

)(
αp′ainp′ + β∗p′b

in†
−p′

β∗p′a
in†
p′ + αp′bin−p′

)
∞∑
n=0

1

n!
Bn

p′(a
in†
p′ )

n(bin†−p′)
n |0; in⟩

=

(
A
∏
p ̸=p′

∞∑
n=0

1

n!
Bn

p(a
in†
p )n(bin†−p)

n

)
∞∑
n=0

Bn
p′

n!

(
V

(2π)3
αp′n(ain†p′ )n−1(b

in†
−p′)n + β∗p′(a

in†
p′ )n(b

in†
−p′)n+1

β∗p′(a
in†
p′ )n+1(bin†−p′)n + V

(2π)3
αp′n(ain†p′ )n(b

in†
−p′)n−1

)
|0; in⟩

=

(
A
∏
p ̸=p′

∞∑
n=0

1

n!
Bn

p(a
in†
p )n(bin†−p)

n

)
∞∑
n=0

Bn
p′

n!

(
V

(2π)3
Bp′αp′(ain†p′ )n(b

in†
−p′)n+1 + β∗p′(a

in†
p′ )n(b

in†
−p′)n+1

β∗p′(a
in†
p′ )n+1(bin†−p′)n + V

(2π)3
Bp′αp′(ain†p′ )n+1(bin†−p′)n

)
|0; in⟩

(50)

であるから, 最後の行列の中身をじーっと見つめると,

Bp = −(2π)3

V

β∗p
αp

(51)

であることが分かる. 残る未定係数Aは規格化条件 1 = ⟨0; out|0; out⟩から定めることができる:

⟨0; out|0; out⟩ = |A|2
∏
p,p′

⟨0; in| exp
[
B∗p′ainp′bin−p′

]
exp

[
Bpa

in†
p bin†−p

]
|0; in⟩

= |A|2
∏
p

⟨0; in|

(∑
n′

1

n′!
(B∗pa

in
p b

in
−p)

n′

)(∑
n

1

n!
(Bpa

in†
p bin†−p)

n

)
|0; in⟩

= |A|2
∏
p

⟨0; in|
∞∑
n=0

|Bp|2n

(n!)2
(ainp b

in
−p)

n(ain†p bin†−p)
n |0; in⟩

= |A|2
∏
p

⟨0; in|
∞∑
n=0

|Bp|2n

(n!)2

{
n!

(
V

(2π)3

)n}2

|0; in⟩

= |A|2
∏
p

∞∑
n=0

|βp|2n

|αp|2n

= |A|2
∏
p

1

1− |βp|2
|αp|2

= |A|2
∏
p

|αp|2 . (52)
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最終行で式 (45)を使った. よって30,

|A| =
∏
p

|αp|−1 = exp

[∑
p

ln |αp|−1
]
= exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|

]
(53)

を得る. 以上から,

|0; out⟩ = exp

[
−V (2π)3∫ d3p ln |αp|

]∏
p

exp

[
−(2π)3

V

β∗p
αp

ain†p bin†−p

]
|0; in⟩ (54)

を得る (Aのどうでもよい位相を 1に取った). なお, 逆の関係式は,

|0; in⟩ = exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|

]∏
p

exp

[
+
(2π)3

V

βp
α∗p
aout†p bout†−p

]
|0; out⟩ (55)

となることを同様にして示せる. 以上の式から真空遷移確率は

| ⟨0; out|0; in⟩ |2 = exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|2

]
(56)

と分かる. 真空崩壊率はw = −1
V T

ln | ⟨0; out|0; in⟩ |2と定義されるので [式 (3)の上を参照],

w =
1

T

1

(2π)3

∫
d3p ln |αp|2 =

1

T

1

(2π)3

∞∑
n=0

∫
d3p

(−1)1+n

n
|βp|2n , (57)

ここで, |αp|2 = 1 + |βp|2 (45)と ln (1 + x) =
∑∞

n=0
(−1)n+1xn

n
(ただし, n = 0の項は 1と解釈する)で

あることを使った.

生成粒子数N (48)と真空崩壊率w (57)を見比べると,

N

V T
= w(n = 0) ̸= w (58)

であることが分かる. つまり, 粒子生成率N/V T と真空崩壊率wは違う量である. 電場が弱いときに
は粒子生成はあまり起こらないだろうから, |βp| ≪ 1でw(n = 0) ∼ wよりN/V T ∼ wとなって 2つ
の量は漸近するが, 一般の電場に対しては, wからN/V T は読み取ることはできないし, 電場が強く
なってくるとその差は顕著になる [そもそも電場が強いときには真空崩壊率の定義の意味がよくわから
なくなることも注意する; 式 (3)の上を参照]. N/V T とwはそもそも物理的に違う量じゃんとかwの
定義にはログが入ってるんだから式の見た目からして違う, などど言うのは簡単だが, 業界で混乱して
たり無自覚な人もしばしばいるので [24], もう少しこの事実を掘り下げてみる (福嶋-Gelis-Lappi [155]

の議論も参考になる). 非常に端的に言えば31, N は (生成した粒子の数) × (その遷移確率)で書ける
が, wは単なる遷移確率の和で, 余計な重み因子 (生成した粒子の数)が要らないことに起因する. 違
いが明瞭でないかもしれなかった 1つの理由は, 粒子数N は in-inの期待値 (48)として計算されてい

30
∏

pはすべても運動量モードを掛け合わせろ, という形式的な記号であるが, まじめに量子論を考えると, 系は箱の中
に入れられていないと二乗可積分性が保てないから, 運動量 pは本当は p = 2π

L nと離散化されているはずである. なの
で,
∏

p fp = exp
[
ln
∏

p fp

]
= exp

[∑
p ln fp

]
= exp

[
V

(2π)3

∫
d3p ln fp

]
のように理解する (L3 := V ).

31文献読んでてもぜんぜん端的に書いてないし, いわゆる Strong-field QEDの “専門家”も今日でもピント外れなこと
を言っていたりするので, 実際のところ人々がちゃんと理解しているのか正直よくわからない.
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たのに対し, 真空崩壊率wは in-outの散乱振幅として計算されていたことに由来すると思う. なので,

N (48)を in-outの散乱振幅の言葉で書き直す. 個数演算子 aout†p apの間に outの Fock基底の完全系
1 =

∑
X |X; out⟩ ⟨X; out|を挟み, 多粒子状態の定義が式 (23)のように与えられていたことを思い出

すと,

N

V T
=

1

V T

∫
d3p ⟨0; in| aout†p aoutp |0; in⟩

=
1

V T

∫
d3p

∑
X

∣∣⟨X; out| aoutp |0; in⟩
∣∣2

=
1

V T

(2π)3

V

∑
i

∞∑
n1,··· ,n′

1,···=0

∣∣⟨p1(n1), · · · ,pi(ni), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out| aoutpi
|0; in⟩

∣∣2
=

1

V T

(2π)3

V

∑
i

∞∑
n1,··· ,n′

1,···=0

∣∣∣∣∣⟨p1(n1), · · · ,pi(0), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|
1√
n!

(√
(2π)3

V
aoutpi

)n

aoutp |0; in⟩

∣∣∣∣∣
2

=
1

V T

∑
i

∞∑
n1,··· ,n′

1,···=0

(ni + 1) |⟨p1(n1), · · · ,pi(ni + 1), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|0; in⟩|
2

=
1

V T

∑
i

∞∑
n1,··· ,n′

1,···=0

ni |⟨p1(n1), · · · ,pi(ni), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|0; in⟩|
2

=
1

V T

∞∑
n1, · · · , n′

1, · · · = 0
(n1 = · · · = n′

1 = · · · = 0 は除く)

(n1 + n2 + · · · ) |⟨p1(n1), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|0; in⟩|
2
. (59)

つまり, (作った粒子のトータルの数)× (遷移確率)の和の形を取る. なお, 最終行で n1 = · · · = n′1 =

· · · = 0の状態は n1 + n2 + · · · = 0だから 0の寄与しか返さないことを使った. 電場が弱いときには
たかだが粒子は 1個しか生成されないだろうから, n1 + n2 + · · · = 1として複数ペアの生成は無視し
て良くて,

N

V T
∼ 1

V T

∑
n1+n2+···=1

|⟨p1(n1), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|0; in⟩|
2

(60)

と近似できる. 他方で, wはユニタリティから 1 =
∑

X |⟨X; out|0; in⟩|2 =
∑

X ̸=0 |⟨X; out|0; in⟩|2 +
|⟨0; out|0; in⟩|2となっていることに注意すると,

w =
−1

V T
ln

[
1−

∑
X ̸=0

|⟨X; out|0; in⟩|2
]

=
1

V T

∞∑
n=1

1

n

[∑
X ̸=0

|⟨X; out|0; in⟩|2
]n

=
1

V T

∞∑
n=1

1

n

 ∞∑
n1, · · · , n′

1, · · · = 0
(n1 = · · · = n′

1 = · · · = 0 は除く)

|⟨p1(n1), · · · ; p̄′1(n′1), · · · ; out|0; in⟩|
2


n

. (61)

したがって, 真空崩壊率 wは, めんどくさいログから来る冪の構造を忘れれば, 単に遷移確率の和
で書ける. つまり, 複数ペアを生成するような過程が効き始めると, (作った粒子のトータルの数) =
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n1+n2+· · · の分だけどうしてもNからズレる. 電場が弱いときにはN/V Tの近似式 (60)と一致するが,

それは,弱電場の極限だと, (1)たかだか 1ペアしか生成されないので, (作った粒子のトータルの数) =

n1 + n2 + · · · = 1となるから, この余分な重み因子の違いが効かなくなる; (2) 遷移確率は小さいだろ
うから, ログを開いたときの n = 1しか効かなくなる, という 2つの事情が効いてきていることに由
来する.

最後に,粒子生成数の公式 (48)は, 1ペアを作るイベントだけではなくて, nペアを作るようなすべて
のイベントが足し上げられていることを式 (59)を使って確かめる. 遷移確率

∣∣⟨p1(n1), · · · ;−p′1(n
′
1), · · · ; out|0; in⟩

∣∣2
を真空の関係式 (55)を使って計算すると,∣∣⟨p1(n1), · · · ;−p′1(n

′
1), · · · ; out|0; in⟩

∣∣2
=

∣∣∣∣∣∣⟨0; out|
∏
i

( 1√
ni!

√
(2π)3

V
aoutpi

)ni
(

1√
n′i!

√
(2π)3

V
bout−pi

)n′
i


× exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|

]∏
j

exp

[
+
(2π)3

V

βpj

α∗pj

aout†pj
bout†−pj

]
|0; out⟩

∣∣∣∣∣
2

= exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|2

]
δni,n′

i

×

∣∣∣∣∣∣⟨0; out|
∏
i

(
1

ni!

(2π)3

V
aoutpi

bout−pi

)ni∏
j

∞∑
ℓ=0

1

ℓ!

(
+
(2π)3

V

βpj

α∗pj

aout†pj
bout†−pj

)ℓ

|0; out⟩

∣∣∣∣∣∣
2

= exp

[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|2

]
δni,n′

i

∣∣∣∣∣∏
i

(
βpi

α∗pi

)ni

∣∣∣∣∣
2

= δni,n′
i
| ⟨0; out|0; in⟩ |2

∏
i

(
|βpi

|2

|αpi
|2

)ni

. (62)

最終行で exp
[
− V

(2π)3

∫
d3p ln |αp|2

]
= | ⟨0; out|0; in⟩ |2 [式 (56)]を使った. 式 (62)は, ある運動量モー

ド pにペアが 1つ生成されるごとに確率因子 |βp|2/|αp|2が付く, ということを言っている. つまり, 1

ペアを生成する確率は単純に |βp|2で与えられるわけではない. 実際, 式 (59)に代入してN を計算す
ると, これらの総和を取ったものが |βp|2を与えることが確認できる:

N =
∞∑

n1, · · · , n′
1, · · · = 0

(n1 = · · · = n′
1 = · · · = 0 は除く)

(n1 + n2 + · · · )× δni,n′
i
| ⟨0; out|0; in⟩ |2

∏
i

(
|βpi

|2

|αpi
|2

)ni

= | ⟨0; out|0; in⟩ |2
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

∞∑
n3=0

· · · (n1 + n2 + n3 + · · · )
(
|βp1 |2

|αp1 |2

)n1
(
|βp2 |2

|αp2 |2

)n2
(
|βp3 |2

|αp3 |2

)n3

· · ·

= | ⟨0; out|0; in⟩ |2

×
∞∑

n2=0

∞∑
n3=0

· · ·

 |βp1 |
2

|αp1 |2(
1− |βp1 |2

|αp1 |2

)2 + n2
1

1− |βp1 |2
|αp1 |2

+ n3
1

1− |βp1 |2
|αp1 |2

+ · · ·

( |βp2 |2

|αp2 |2

)n2
(
|βp3 |2

|αp3 |2

)n3

· · ·

= | ⟨0; out|0; in⟩ |2
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×
∞∑

n3=0

· · ·

 |βp1 |
2

|αp1 |2(
1− |βp1 |2

|αp1 |2

)2 1

1− |βp2 |2
|αp2 |2

+
1

1− |βp1 |2
|αp1 |2

|βp2 |
2

|αp2 |2(
1− |βp2 |2

|αp2 |2

)2 + n3
1

1− |βp1 |2
|αp1 |2

1

1− |βp2 |2
|αp2 |2

+ · · ·


×
(
|βp3 |2

|αp3 |2

)n3

· · · (63)

= · · ·

= | ⟨0; out|0; in⟩ |2
∑

i

|βpi |
2

|αpi |2

1− |βpi |2
|αpi |2

∏
i

1

1− |βpi |2
|αpi |2


= | ⟨0; out|0; in⟩ |2

(∑
i

|βpi
|2
)

︸ ︷︷ ︸
= V

(2π

3 ∫
d3p|βp|2

(∏
i

|αpi
|2
)

︸ ︷︷ ︸
=|⟨0;out|0;in⟩|−2

=
V

(2π)3

∫
d3p |βp|2 . (64)

3.4 一様定常電場の場合
正準量子化と Bogoliubov変換に基づいた粒子生成の定式化によれば, 粒子生成量や真空崩壊率な
どの興味ある物理量はすべて Bogoliubov係数 αp, βpで書くことができる. 他方, Bogoliubov係数は
モード関数から決定される. したがって, この定式化では, モード方程式 (36)が解けるかどうか, とい
うのが最終的な問題になる. モード方程式が解ける解析的に解けるケースは限られている32. ここで
は, 一様定常電場 E(t) = Eを考えて, それが古の Schwinger [18]やNikishov [23]の結果を再現する
ことを見る.

一様定常電場は,

A =

 0

0

−Et

 (65)

で与えられる. ここで, 電場の方向は z軸に取った. このときのモード方程式 (36)は,

0 =
[
∂2t +m2 + p2

⊥ + (p3 + eEt)2
]
ϕp (66)

となる. これはいわゆるWeberの方程式 (wikipedia)33であり,厳密解は放物円筒関数 (Parabolic cylin-

der function, または, Weber関数) Dν(z)で与えられ, その関数の性質はとてもよく調べられている.

32Schwinger機構の文脈で知られているのは, 定常電場, Sauter電場 E ∝ 1/ cosh2 ωt [14, 157, 158], 指数関数的に現
象・増大する電場 E ∝ e−ωt, e−ωx [159, 160, 161], 二乗で落ちるような電場 E ∝ t−2, x−2 [162, 163], light-likeな引数の
電場 E = E(x±) [164, 165], 非対称なパルス E ∝

√
1 + et/σ cosh−2(t/2σ) [166]などがある. 文献 [167, 168]が電磁場中

の dirac方程式やKlein-Gordon方程式の解をまとめている. 粒子生成が起きないような背景電磁場だと, 平面波 (Volkov
解 [169])や定常磁場, あるいは, Sauter型のパルス磁場がある. Strong-field QEDの散乱振幅とかを計算するときには基
本的には Volkov解が使われている [170, 171].

33微分方程式論の観点からは, Weber方程式は 2級の不確定特異点を t = ∞に持ち, これは超幾何微分方程式の 3つの
確定特異点を合流させることで得られる. なので, 超幾何微分方程式の知識を使えば Bogoliubov係数は計算できる. 他方
で, ポテンシャル ω2

pに入っている冪が t3とか大きくなったり関数形が複雑になったりすると, 不確定特異点の級の大き
さが増えて, もはや超幾何微分方程式を合流させたくらいじゃ記述できなくなる. 一般のポテンシャルの Schwinger機構
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そのよくわかっている性質を使うと Bogoliubov係数が求まる. 規格化条件 (37)と境界条件 (38)34を
課せば解を完全に定めることができて,

ϕin(t) =
e−

π
4

m2+p2⊥
2eE

(2eE)1/4

[
D
−i

m2+p2⊥
2eE

−1/2

(
−eiπ/4

√
2

eE
(eEt+ p3)

)]∗
,

ϕout(t) =
e−

π
4

m2+p2⊥
2eE

(2eE)1/4
D
−i

m2+p2⊥
2eE

−1/2

(
+eiπ/4

√
2

eE
(eEt+ p3)

) (67)

を得る35. 境界条件を正しく満たしていることは, 例えば,

Dν(z)
|z|→∞−−−−→


zνe−z

2/4 (| arg z| < π/2)

zνe−z
2/4 −

√
2πe−iπν

Γ(−ν) z−ν−1e+z2/4 (arg z < −π/2)
zνe−z

2/4 −
√
2πe+iπν

Γ(−ν) z−ν−1e+z2/4 (arg z > +π/2)

(68)

という漸近公式を使えばチェックできる36. また,

Dν(z) =
Γ(1 + ν)√

2π

[
e−iπν/2D−ν−1(−iz) + e+iπν/2D−ν−1(+iz)

]
(69)

という公式が成り立つらしいので, それを使うと,

ϕin =

√
2π e+iπ/4e−

π
2

m2+p2⊥
2eE

Γ
(

1
2
− im

2+p2

2eE

) ϕout − ie−π
m2+p2⊥

2eE ϕ∗out (70)

を示すことができる. 式 (41)と規格化条件 (45)から ϕin
p = α∗pϕ

out
p − βpϕ

out∗
p +だから,

αp =

√
2π e+iπ/4e−

π
2

m2+p2⊥
2eE

Γ
(

1
2
− im

2+p2

2eE

) , βp = +ie−π
m2+p2⊥

2eE (71)

と分かる.

を議論しましょう, というときに考えられるもっとも簡単な拡張は, 4つの確定特異点を持つ微分方程式の解である Heun
関数 (または 2つ確定特異点を合流させた合流型 Heun関数やもっと合流させたMathieu関数や Láme関数)を使った解
になるようなポテンシャルを考えることだと思うが, Heun関数の漸近挙動は完全にわかっているわけではないので, い
い感じな粒子生成の議論はできなそうな感じに見える.

34定常電場があるということは無限の時間電場がかかっているので, 漸近状態は厳密には定義できない. 真面目に議論
をする場合は, 電場を有限の時間で切っておいて, E → Θ(t + T/2)Θ(T/2 − t)E として, t < −T/2と t > T/2で条件
(38)を満たすような解を探すことになる. 結果は同じになる.

35この電場にドレスされたモード関数を使って定常電場中の散乱過程を議論することはできる. 例えば, Nikishov [172]
や田屋の dynamically assisted Schwinger mechanismに関係した仕事 [134, 145, 146, 173], あるいは instant preheating
の文脈の田屋-山田 [174]. 逆に言えば, これくらいしか関連する仕事がないと思うので, 一様定常電場のモード関数を使っ
てなんか散乱過程とかを計算するのは今がチャンスかもしれない (LCFAとかに基づいた適当な散乱確率の計算が基本的
に分野でやられていることなので, なんか近似に依らない計算ができるとうれしかったりする). 一方で, 定常電場は無限
に電場が存在するので, 無限に電子を加速できてしまうから, それに伴う赤外発散が結構シビアで, これがよくわからな
い (Nikishovはそういう問題をガン無視していると思う).

36境界条件を確かめるために |t| → ∞を取るときに |p3 + eEt| → ∞としている. つまり, 電場の始/終時刻を ±T/2
とするとき, |p3| ≪ eET/2が暗黙の内に仮定されていることに注意. つまり, 以下の議論で求まる Bogoliubov係数は
−eET/2 ≲ p3 ≲ +eET/2でしか使えない. このことは ∫

dp3 ∼ eET と扱っても良いこと, また, 粒子分布は kinetic
momentum P3 = p3 − eA3(−T/2)について 0 ≲ P3 ≲ eET の範囲に広がっていること, をほのめかす.
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Bogoliubov係数の表式 (71)が分かったので, 粒子生成数や真空崩壊率を直ちに計算できる. 粒子生
成数は式 (48)より,

d3N

dp3
=

d3N̄

dp3
=

V

(2π)3
e−π

m2+p2⊥
eE (72)

であり, Nikishov [23]が求めた公式 (4)を再現する. 真空崩壊率wは, 式 (56)より, |αp|2 = 1+ |βp|237

に注意して,

w =
−1

V T
ln | ⟨0; out|0; in⟩ |2

=
1

T

1

(2π)3

∫
d3p ln

[
1 + e−π

m2+p2⊥
eE

]
=

1

T

1

(2π)3

∫
d3p

(−1)n+1

n
e−nπ

m2+p2⊥
eE

=
(eE)2

(2π)3
(−1)n+1

n
e−nπ

m2

eE . (73)

最終行で ∫ dp3 = eET とした38. 式 (73)は Schwingerの公式 (3)を再現する. ただし, スカラー粒子
を扱っているために余計な位相因子 (−1)1+nが付いているのと, スピン縮退度がないのでファクター
1がないのが違い.

4 半古典近似
(4節で言いたいこと)� �

• 半古典近似は (遅い)電場に対する粒子生成を扱うのに適した手法.

• 1粒子エネルギー ωp(z)の複素平面での解析構造を調べる問題に落ちる. 結果, 式 (127)の
ように, すべての粒子生成イベントの確率振幅を足し上げて二乗したような形で粒子生成数
が計算できる.

• 半古典近似を使うと, 非摂動/摂動的粒子生成の移り変わりや量子干渉効果が議論できたり
する.� �

37Bogoliubov変換の表式 (71)から陽にこの規格化条件を示したいなら, ガンマ関数の公式 Γ(1− ix)Γ(ix) = −iπ
sinhπx を

使うと良い.
38標準的な扱いなのだが, ノリな扱いだと思う. いろいろな言い訳がある. 脚注 36は一つの言い訳. あるいは, モード方
程式 (66)を見ればわかるように, p3と tは必ず p3 + eEtの組み合わせで出てくる. よって, p3を動かすことと eEtを動
かすことは同じとみなせそう: dp3 = eEdt. それを認めれば, 形式的に電場の時間が t ∈ [−T/2,+T/2] (T は十分に大き
い)だと思うと,

∫ pmax
3

pmin
3

dp3 = eE
∫ +T/2

−T/2
dt = T . さらに違う言い訳は, 粒子生成は, 粒子を生成するのに必要なエネルギー

が最も小さいときに起こるような気がするから, (kineticな)運動量 p3 + eEtが 0になるところ, つまり, t = −p3/eE の
瞬間に起きるだろう. よって, p3を積分するとは, 粒子生成時刻を積分しろ, ということに対応し, 定常電場の下では粒子
生成はコンスタントに起きると思えば,

∫
dp3 = eET となる.

電場が無限寿命だと生成粒子は無限の未来で必ず無限大まで加速されてしまうのが諸悪の根源で, それが定常電場の
ときに縦運動量の分布が明白でない要因である. まじめにやるためには電場を有限寿命にする必要がある. 例えば, 丹
治 [152]は真面目にそういうことをやって, 縦方向の分布が, kineticな運動量 P3 に対して, P3 ∈ [0, eET ]となることを
演示している.
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モード方程式を解いてBogoliubov係数を求めれば粒子生成は計算できる. しかし, モード方程式は
一般的に解くことはできない. なので, 一様定常電場のような簡単な場合でなければ, 普通は数値計
算に頼るしかないのが現状である.

そうはいっても, 一般的な場合でもできれば解析的な議論をしたいのが理論屋の心情である. そう
いう解析的な議論を可能にする近似法が半古典近似である. 最近の言葉遣いをすると, 半古典近似と
は, 物理量O (粒子数でも n点関数の期待値でもなんでも)をPlanck定数 ℏについて trans-series展開
し, その低次のインスタントン寄与を計算する, という近似である. つまり,

O =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

e−In/ℏℏmOn,m (In+1 > In > I0 = 0) (74)

とし, I1の寄与に相当する部分を計算する39.

いろんな方法で半古典近似の計算は実行できるが, (後で断熱正則化とかを説明するときの便宜も
考えて) ここでは完全WKB法に基づいた方法を説明する [39]. Worldline instanton法とかDDP法
とかいろんな半古典近似の方法があるが, 結局すべて等価であることを示せる. なお, 完全WKBの
数学の文献として, 文献 [175, 176, 177, 178, 179, 180, 181, 182]などがある. 日本語の文献として, 岩
波から河合-竹井「特異摂動の代数解析学」という本が出ている.

4.1 完全WKB法
完全WKB法は端的に言えば, “普通”のWKB近似 [(Jeffreys)-Wentzel-Kramers-Brillouin [183, 184,

185, 186]]にBorel総和法 [187]を組み合わせた, という方法である. もう少し正確に言うと, WKB近
似とは, 微分方程式を ℏの冪展開で逐次的に解く方法であるが, これは階乗的に漸近発散してしまう
ので, その漸近発散をBorel総和法によって救済する, という方法である. 階乗発散すると収束半径が
0なので, “普通”のWKB法は数学的には実は ill-definedだったのだが, Borel総和法を用いることで
well-definedにすることができる. 加えて, 漸近発散を真面目に扱ったおかげで微分方程式の漸近解に
対する Stokes現象を系統的に扱う手法を与える.

この節では ℏを陽に書く.

4.1.1 普通のWKB近似
2階微分方程式40 [

ℏ2∂2t +Q(t)
]
ϕ(t) (75)

を考える. WKB近似する前に, ℏ展開はQの時間変調の遅さに関わっていることに注意する. 実際,

τ := t/ℏとすれば, 微分方程式 (75)は, [
∂2τ +Q(ℏτ)

]
ϕ (76)

39逆に, 高次の In>1 のインスタントン寄与までちゃんと計算した, という仕事を知らない.
40一般の高階微分方程式に対しる完全WKB法はまだ未完だと思う. 仮想変わり点など 2階の場合には出て来ないよく
わからない問題が出てくるらしい. 物理への応用を考えるとき, Schrödinger方程式は i∂tψ = Hψと書けるが, ハミルト
ニアンH が 2× 2くらいに落とせるならば, Schrödinger方程式は 2階の微分方程式に変形できるので完全WKBが使え
るが, バンドを複数持っていていて, H が n× n (n ≥ 3) とかになっている場合は現状解析がキツい.
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と書き換えることができる. したがって, ℏ → 0の極限では, Q(ℏτ) → Q(0)としても良さそうで, そ
うすると平面波が良い解を与える:

ϕ
ℏ→0−−→ e∓

i
ℏ

√
Q(0)t√

2
√
Q(0)

=
e∓i

∫ t dt
√

Q(0)√
2
√
Q(0)

. (77)

ここで, 解は±1 = iϕ∗±
↔
∂ tϕ±を満たすように規格化し (前節の計算とコンシステント), 正負の振動モー

ドを添え字の±で区別した. ℏが小さいと思えば, ϕは式 (77)に書いた平面波からさほど変わらない
と期待できる. そこで,

√
Q(0)を適当な関数で置き換えた

ϕ± =
e∓

i
ℏ
∫ t dtΩ(t)√
2Ω(t)

(78)

という ansatz (WKB ansatz)を置く41 . ここで, 指数関数の肩の積分の下端は陽に書いていないが実
数を取るものとする (WKB ansatzを正しく規格化するため). この ansatzをもともとの微分方程式
(75)に代入すると, 未定関数Ω(t)を定める式が求まる:

0 = Q− Ω2 + ℏ2
3
4

(
Ω̇

Ω

)2

− 1

2

Ω̈

Ω

 . (79)

式 (79)は, Ωを ℏ展開,

Ω(t) =
∞∑
n=0

ℏnΩn(t) , (80)

することで逐次的に決定できる. 例えば, 最初の数項は, mathematicaによれば,

Ω0 = Q1/2 (81a)

Ω1 = 0, (81b)

Ω2 =
5Q̇2 − 4QQ̈

32Q5/2
(81c)

Ω3 = 0, (81d)

Ω4 = −
3
(
4QQ̈− 7Q̇2

)(
4QQ̈− 5Q̇2

)
2048Q11/2

(81e)

Ω5 = 0, (81f)

Ω6 =

(
5Q̇2 − 4QQ̈

)(
128Q2Q̈2 + 383Q̇4 − 452QQ̇2Q̈

)
65536Q17/2

(81g)

41粒子生成を議論するときは本質的に量子力学の散乱問題を議論しているのと同じなので, モード関数は無限に飛び続
けることができ, それゆえに指数に乗っている肩の数は虚数の形で出てくる. 完全WKBで量子力学の束縛問題を考える
こともできて, このときには指数の肩は実数になって, WKB解の±は指数関数的に爆発する解と収束する解を表すこと
になる. このとき, Stokes現象を解析した結果出てくる Stokes係数が爆発する解を禁止せよ, という条件から量子系の量
子化条件が定まる.
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Ω7 = 0, (81h)

Ω8 = −
3
(
4QQ̈− 5Q̇2

)(
2240Q3Q̈3 − 11387Q̇6 + 20452QQ̇4Q̈− 11920Q2Q̇2Q̈2

)
8388608Q23/2

(81i)

...

のようになるらしい. 一般にスカラーの場合はℏはℏ2の形でモード方程式に入っているので, Ωn=odd =

0となる42. 以上の展開を低次で打ち止めるのがWKB近似である.

後で具体例を見るように, このΩの ℏ展開 (80)は一般には階乗発散するΩn ∼ n!. したがって, 展
開にオーダー nを上げるほどWKB近似の精度は一般には悪くなる. あるいは, そもそも厳密な立場
からは式 (80)は収束半径は 0だから ill-definedである. これをBorel総和法によって救済するのが完
全WKB法のアイデアなのだが, Borel総和法を適用するためには指数関数の肩に展開級数が乗って
いるのはいささか都合が悪い. なので, 指数関数を展開して,

ϕ±(z; ℏ) =: exp

[
∓ i

ℏ

∫ z

dz′
√
Q(z′)

] ∞∑
n=0

ψ±,n(z)ℏn =: exp

[
∓ i

ℏ

∫ z

dz′
√
Q(z′)

]
ψ±(z; ℏ) , (82)

と普通の冪級数の形に書き直すことにする. ここで, ϕ±はもともと t ∈ Rで定義されていたが, 後の
便宜のために複素平面 z ∈ Cに解析接続した. また, ℏに関する級数であることを強調するために関
数の引数に ℏを書いた. Ωnが発散する, という情報はψnに引き継がれていおり, 一般的にψn ∼ n!で
ある.

4.1.2 Borel総和法
Borel総和法はたかだか階乗発散するような漸近級数からwell-definedな級数を得る方法である. こ
の総和法は次の 2つのステップから実行される:

(1) Borel変換を計算する.

複素平面上に解析接続された漸近級数 ψ±(z; ℏ) (82)に対して, Borel変換 ψ̃(z; η)を

ψ̃(z; η) :=
∞∑
n=0

ψ±,n(z)

n!
ηn (83)

と定義する. 展開係数 ψ±,nはたかだか階乗発散だったので, n!で割ってあげた結果, Borel変換 ψ̃は
ηに対して有限の収束半径を持ち, well-definedである.

(2) Laplace変換する (Borel和を計算する).

Borel変換 ψ̃(z; η) (83)の Laplace変換を取ることでBorel総和が完了する:

Ψ±(z; ℏ) :=
∫ ∞
0

dη

ℏ
e−η/ℏψ̃(z; η) . (84)

42フェルミオンの場合はそうならない. Dirac方程式 0 = [iℏ /D −m]ψに対して, ψ = [i /D +m]ϕという ansatzを考え
ると, ϕは Klein-Gordon型の 2階微分方程式を満たす. よって, Dirac方程式を解く問題はこの 2階微分方程式を解く問
題に落ちるわけだが, この 2階微分方程式は ℏFµνγ

µγν みたいな ℏ1 の項を含む.
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Borel総和によって得られたΨ±は, もともとの級数ψ±のBorel和と呼ばれる. 級数ψ±はもともとの
モード関数 ϕ±から指数関数部分を抜き取ったものだったので [式 (82)], Borel和Ψ±に対応するモー
ド関数は

Φ±(z; ℏ) := exp

[
∓ i

ℏ

∫ z

dz′
√
Q(z′)

]
Ψ±(z; ℏ) (85)

である.

一見すると, あまり Laplace変換を取る動機が分からないが, もともとの級数 ψ±(z; ℏ)がもしも
well-definedな収束級数ならば, Laplace変換はBorel変換に対する逆変換になっている. 実際,

Ψ±(z; ℏ) =
∫ ∞
0

dη

ℏ
e−η/ℏ

∞∑
n=0

ψ±,n(z)

n!
ηn

=
∞∑
n=0

ψ±,n(z)

n!

∫ ∞
0

dη

ℏ
e−η/ℏηn

=
∞∑
n=0

ψ±,n(z)

n!
ℏnΓ(1 + n) (∵ Γ(1 + n) =

∫ ∞
0

dx e−xxn)

=
∞∑
n=0

ψ±,n(z)ℏn

= ψ±(z; ℏ) . (86)

2行目で和と積分を交換したが, これは ψ±(z; ℏ)がもしもwell-definedな収束級数なら許される.

Borel和Ψ±の大事なところは, 例えもともとの級数 ψ±(z; ℏ)が ill-definedであっても, Borel変換
はwell-definedなので, Borel和はLaplace変換が取れる限りwell-definedである. しかも, 式 (86)のよ
うな感じで, Borel和Ψ±を漸近展開すると漸近級数としてもともとの級数ψ±が得られるので, Borel

和Ψ±はもともとの級数 ψ±を自然な形でwell-definedに拡張したものを与える. 一方, ここで注意が
必要で, Laplace変換は必ずしも実行できない. というのも, Borel変換 ψ̃(z; η)は一般に複素 η平面上
で特異性 (極やブランチカット)を持つ. Borel変換 ψ̃(z; η)は zの関数なので特異性は η平面内を動
くことができる (movable singularity). 変数の zが特定の値を取ると, 特異性は Laplace積分の経路
η ∈ [0,∞]に当たり, そのときは Laplace積分を厳密に実行できない. このときには Laplace積分の経
路を複素平面上に解析接続して, 特異性を避けるように経路を適切にズラす必要が出てくる. このズ
ラす作業がBorel和の Stokes現象と密接に関係する. 具体例で見た方が分かりやすいので, 次の小節
でAiry方程式の場合に具体的に議論する.

4.1.3 具体例: Airy方程式と Stokes現象
Airy方程式とはポテンシャルがQ ∝ zと与えられる場合である. つまり,

0 =
[
ℏ2∂2z + ξ(z − z0)

]
ϕ . (87)

ここで, 変数 z ∈ Cは複素平面に既に拡張されている. Airy方程式 (87)を完全WKBに基づいて解
析し, 微分方程式の漸近解の Stokes現象がどのように記述されるかの具体例を見る. Airy方程式 (87)

は微分方程式の Stokes現象を理解する上で最も基本的かつ重要な例である. (というのは, Stokes係
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数は Stokes線をどこで跨いでも変わらないので, Stokes線が生え出す変わり点の近くに無限に近づ
けば, ポテンシャルをテイラー展開することができて線形の項しか効かなくなる. つまり, ポテンシャ
ルはAiry型になる. )

まずは普通のWKB近似の気持ちで ℏ展開をして漸近級数 ψ(z; ℏ)を求める. Airy方程式 (87)の
場合は, 未定関数 Ωを決定する方程式 (79)を ℏ展開で完全に解き切ることができる. 賢い方法を田
屋は知らないので, 若干力ずくになるが, 以下のようにして解ける. 最初の数項をmathematicaなど
を使って地道に計算してみると, Ω0 = ξ1/2(z − z0)

1/2,Ω1 = 0,Ω2 = (5/32)ξ−1/2(z − z0)
−5/2,Ω3 =

0,Ω4 = (−1105/2048)ξ−3/2(z − z0)
−11/2,Ω5 = 0,Ω6 = (414125/65536)ξ−5/2(z − z0)

−17/2, · · · とな
る. 対応する ψ±,nは, ψ±,0 = (1/

√
2)ξ−1/4(z − z0)

−1/4, ψ±,1 = ±i(5/48
√
2)ξ−3/4(z − z0)

−7/4, ψ±,2 =

(−385/4608
√
2)ξ−5/4(z − z0)

−13/4, ψ±,3 = ∓i(85085/663552
√
2)ξ−7/4(z − z0)

−19/4, · · · . 規則性から,

ψ±,n = dn × (±i)nξ−1/4−n/2(z − z0)
−1/4−3n/2 with d0 = 1/

√
2 (88)

というansatzを置くのが妥当に見える. このansatzをAiry方程式 (87)に代入すると, exp
[
∓ i

ℏ

∫ z
dz

√
Q
]
=

exp
[
∓ i

ℏ
2
3
ξ1/2(z − z0)

3/2 + const.
]だから,

0 =

[
ℏ2

d2

dz2
+ ξ(z − z0)

](
exp

[
∓ i

ℏ
2

3
ξ1/2(z − z0)

3/2 + const.

] ∞∑
n=0

dn(±i)nξ−1/4−n/2(z − z0)
−1/4−3n/2ℏn

)

= exp

[
∓ i

ℏ
2

3
ξ1/2(z − z0)

3/2 + const.

] ∞∑
n=0

dn(±i)n

×
[
(±i)3nξ1/4−n/2(z − z0)

−3/4−3n/2ℏn+1 +

(
1

4
+

3n

2

)(
5

4
+

3n

2

)
ξ−1/4−n/2(z − z0)

−9/4−3n/2ℏn+2

]
= exp

[
∓ i

ℏ
2

3
ξ1/2(z − z0)

3/2 + const.

] ∞∑
n=0

ξ−1/4−n/2(z − z0)
−9/4−3n/2ℏn+2(±i)n

×
[
−3(n+ 1)dn+1 +

(
1

4
+

3n

2

)(
5

4
+

3n

2

)
dn

]
. (89)

よって,

0 = −4

3
(n+ 1)dn+1 +

(
n+

1

6

)(
n+

5

6

)
dn (90)

であれば良い. これを解くと,

dn =
3

4

(
n+ 1

6
− 1
) (
n+ 5

6
− 1
)

n
dn−1

=

(
3

4

)2
(
n+ 1

6
− 1
) (
n+ 5

6
− 1
)

n

(
n− 1 + 1

6
− 1
) (
n− 1 + 5

6
− 1
)

n− 1
dn−2

= · · ·

=

(
3

4

)n Γ(n+1/6)
Γ(1/6)

Γ(n+5/6)
Γ(6/5)

n!
d0

=
1√
2

1

2π

(
3

4

)n
Γ(n+ 1/6)Γ(n+ 5/6)

n!
(∵ Γ(1/6)Γ(5/6) = 2π) . (91)
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よって,

ψ±,n =
1√
2

1

2π

(
3

4

)n
Γ(n+ 1/6)Γ(n+ 5/6)

n!
× (±i)nξ−1/4−n/2(z − z0)

−1/4−3n/2

=
1√
2

1

2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4Γ(n+ 1/6)Γ(n+ 5/6)

n!

(
∓i

4

3
ξ+1/2(z − z0)

+3/2

)−n
=

1√
2

1

2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4Γ(n+ 1/6)Γ(n+ 5/6)

n!

(
∓2

i

ℏ

∫ z

z0

dz′
√
Q(z′)

)−n
(92)

である. ここで, Γ(n+1/6)Γ(n+5/6)
n!

= (n− 1)!
(
1− 5

36
n−1 +O(n−2)

)ゆえに, nが十分に大きいときには,

ψ±,n =
1√
2

1

2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4(n− 1)!

(
∓2

i

ℏ

∫ z

z0

dz′
√
Q(z′)

)−n
(93)

と振舞って, ψ±,nは階乗発散することが確かめられる. つまり, WKB展開は漸近級数であり, 厳密な
意味では ill-definedあることが確かめられた.

WKBの漸近級数 ψ±(z; ℏ)が得られたので, Borel変換 ψ̃±(z; η)を計算する. 定義 (83)から,

ψ̃(z; η) =
∞∑
n=0

1√
2

1
2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4 Γ(n+1/6)Γ(n+5/6)
n!

(
∓2 i

ℏ

∫ z
dz′
√
Q(z′)

)−n
n!

ηn

=
1√
2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4
2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

∓2 i
ℏ

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

)
. (94)

ここで, 2F1(a, b; c; z)は超幾何関数である:

2F1(a, b; c; z) ≡
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
=
∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c+ n)

zn

n!
. (95)

先に進む前に超幾何関数は引数の η

∓2 i
ℏ
∫ z dz′

√
Q(z′)

が+1から+∞のところにブランチカットを持ち,

それ以外の場所では正則であることに注意する. このことは, 展開係数 ψ±,nの漸近形 (93)を使って
Borel変換を近似的に評価しておくと分かりやすい:

ψ̃(z; η) ∼
∞∑
n=1

1√
2

1
2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4(n− 1)!
(
∓2 i

ℏ

∫ z
dz′
√
Q(z′)

)−n
n!

ηn

= − 1√
2

1

2π
ξ−1/4(z − z0)

−1/4ln

(
1− η

∓2 i
ℏ

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

)
. (96)

ここで,
∑∞

n=1
xn

n
= −ln(1− x)を使った. よって, Borel変換 ψ̃(z; η)は, z平面の

C :=

{
z

∣∣∣∣∣ 0 = Im

[
i

ℏ

∫ z

z0

dz′
√
Q(z′)

]}
(97)
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なる線 (Stokes線と呼ばれる)の上で±の符号のいずれかが必ず η平面で η ∈ [0,∞]に特異性を持つ.

Airy方程式 (87)の場合は,
∫ z

z0
dz′
√
Q(z′) ∝ (z − z0)

3/2なので, Stokes線は z0を中心に図 2のように
3本生え, z平面を 3つの領域A = I, II, IIIに分ける (図 2参照):

A =



I for − π

3
< arg(z − z0) +

1

3
arg ξ < +

π

3

II for +
π

3
< arg(z − z0) +

1

3
arg ξ < +π

III for − π < arg(z − z0) +
1

3
arg ξ < −π

3

. (98)

図 2: Airyポテンシャル (87)に対する Stokes線. Stokes線は 3つあるので, z 平面を 3つの領域
I,II,IIIに分ける.

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′) ∝ (z − z0)

3/2で多価だから, どこかにブランチカットが刺さってい
るが, それは省略した.

Borel変換は特異性を持つので, それに注意しながらLaplace変換を実行してBorel総和を実行する
必要がある. 変数 zが Stokes線 (97)の上にないときは, Laplace変換は問題なく実行できる. 言い方
を変えれば, Stokes領域 I,II,IIIそれぞれの領域の zではBorel総和はwell-definedに実行でき,

ΨA
±(z; ϵ) =

1√
2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4
∫ ∞
0

dη

ℏ
e−η/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

∓2 i
ℏ

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

)
(A = I, II, III) ,

(99)

とそれに対応する ΦA
±が well-definedなWKB解を与える. Airy関数 Aiの積分表示などを使ってが

ちゃがちゃやると, これが確かにAiry関数Aiに一致することを確かめられるが, ここではあまり強
調したいことでないのでやらない.

今強調したいことは, 領域A = I, II, IIIそれぞれで得られた Borel和は等しくないということであ
る (Stokes現象). これを見るため, 図 3のようにある領域Aで得られた Borel和ΦA

±を解析接続して
いって Stokes線をまたいで違う領域Bに移ることを考える. z平面を動くと, Borel変換の特異性も
η平面で動く (moving singularity). 先に述べたように, zが Stokes線の真上に行ったときに η平面の
特異性は Laplace変換の積分経路に当たる. 積分経路は特異性を突っ切ることはできないから, 積分
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図 3: 完全WKBによるWKB解の Stokes現象の理解.

経路は特異性に “押されて”上の方にズラさざるを得ない. このとき, 無限遠点での寄与が無視できる
と思えば, ズラした結果の積分は ηの積分経路が 0から+∞に走るものと特異性を囲むような経路 γ

の積分に分解できる. Bの領域でのBorel和は ηの積分経路が 0から+∞に走るものだから, この解
析接続の結果,

ΦA
± = ΦB

± + exp

[
∓ i

ℏ

∫ z

0

dz′
√
Q(z′)

] ∫
γ

dη

ℏ
e−η/ℏ±ψ̃(z; η)

= ΦB
± + exp

[
∓ i

ℏ

∫ z0

dz′
√
Q(z′)

]
exp

[
∓ i

ℏ

∫ z

z0

dz′
√
Q(z′)

]
× 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4
∫
γ

dη

ℏ
e−η/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

∓2 i
ℏ

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

)
=: ΦB

± + δΦB
±, (100)

のように特異性の寄与が領域A→ Bに移るときに湧いてきたことが分かる. δΦB
±を評価する. 今,

σ := − i

ℏ

∫ z

z0

dz′
√
Q(z′)

= − i

ℏ
2

3
ξ1/2(z − z0)

3/2

=
1

ℏ
2

3
|ξ|1/2|z − z0|3/2 exp

[
+
3i

2

(
arg(z − z0) +

1

3
arg ξ − π

3

)]
(101)

と書くことにする. 領域 I→II, III→Iに移るとき, つまり, それぞれ arg(z − z0) +
1
3
arg ξ = π

3
− 0+ →
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π
3
+ 0+, = −π

3
− 0+ → −π

3
+ 0+と偏角が変化する瞬間, σは,

σ : (positive #)× e−i0
+ → (positive #)× e+i0+ for I → II, (102a)

σ : (−1)× (positive #)× e−i0
+ → (−1)× (positive #)× e+i0+ for III → I, (102b)

と偏角が変化する. 超幾何関数の引数について
η

∓2 i
ℏ

∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

=
η

±2σ
∈ [1,∞] (103)

に特異性があるので, 超幾何関数の特異性を囲む積分経路 γは,

I → II :

{
γ : η

+2σ
= e+i0+ ×∞ → 0 → e−i0

+ ×∞ for δΦII
+

γ : 囲まない for δΦII
−

, (104a)

III → I :

{
γ : 囲まない for δΦI

+

γ : η
−2σ = e+i0+ ×∞ → 0 → e−i0

+ ×∞ for δΦI
−

, (104b)

のように特異性を囲む/囲まない. よって, δΦII
−と δΦI

+は直ちにゼロであることが分かる:(
δΦI

+

δΦIII
−

)
=

(
0

0

)
. (105)

残る δΦII
+と δΦI

−は非ゼロで, それは超幾何関数の性質,

2F1(a, b; c; z + i0+)− 2F1(a, b; c; z − i0+)

=
2πi

Γ(a)Γ(b)
(z − 1)c−a−b2F1(c− a, c− b; c− a− b+ 1; 1− z) for 1 < z ∈ R , (106)

を使ってガチャガチャ頑張ると評価できて,(
δΦII

+

δΦI
−

)
= e∓

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e±
σ
ℏ

∫
γ

dη

ℏ
e−η/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

±2σ

)
= e∓

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e±
σ
ℏ

×

[∫ η
±2σ

=0

η
±2σ

=e+i0+∞
+

∫ η
±2σ

=e−i0+∞

η
±2σ

=0

]
dη

ℏ
e−η/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

±2σ

)
= −e∓

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e±
σ
ℏ (±2σ)

×

[∫ e+i0+∞

0

−
∫ e−i0+∞

0

]
du

ℏ
e∓2σu/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1; u

)
= −e∓

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e±
σ
ℏ (±2σ)

×
∫ ∞
1

du

ℏ
e∓2σu/ℏ

[
2F1

(
1

6
,
5

6
; 1; u+ i0+

)
− 2F1

(
1

6
,
5

6
; 1; u− i0+

)]
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= −e∓
i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e±
σ
ℏ (±2σ)

×
∫ ∞
1

du

ℏ
e∓2σu/ℏ

2πi

Γ(1/6)Γ(5/6)︸ ︷︷ ︸
=i

2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;−u

)

= −ie∓
i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e∓
σ
ℏ (±2σ)

∫ ∞
0

du

ℏ 2F1

(
1

6
,
5

6
; 1; 1− u

)
(107)

となる. ところで, 式 (102)から領域 I,IIと III,Iの境界ではそれぞれ σ > 0, < 0だったから,(
ΦII
−

ΦI
+

)
= e±

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e∓
σ
ℏ

∫ ∞
0

dη

ℏ
e−η/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;

η

∓2σ︸︷︷︸
:=−u with u>0

)

= e±
i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1√

2
ξ−1/4(z − z0)

−1/4e∓
σ
ℏ (±2σ)

∫ ∞
0

du

ℏ
e∓2σu/ℏ2F1

(
1

6
,
5

6
; 1;−u

)
= +i× e±2

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) ×

(
δΦII

+

δΦI
−

)
(108)

と分かる. よって, 特異性による寄与によって, Stokes線を (反時計回りに)またぐときに,(
ΦI

+

ΦI
−

)
=

(
ΦII

+

ΦII
−

)
+

(
δΦII

+

δΦII
−

)
=

(
1 +ie−2

i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′)

0 1

)(
ΦII

+

ΦII
−

)
, (109a)(

ΦIII
+

ΦIII
−

)
=

(
ΦI

+

ΦI
−

)
+

(
δΦI

+

δΦI
−

)
=

(
1 0

+ie+2 i
ℏ
∫ z0 dz′

√
Q(z′) 1

)(
ΦI

+

ΦI
−

)
, (109b)

というジャンプが起こることが分かった (Stokes現象). ここで, I,IIの境界のStokes線上でRe
[
i
∫ z

z0
dz′
√
Q(z′)

]
<

0で, III,Iの Stokes線上で> 0であることに注意. この符号は接続行列の非対角項のどれが非ゼロに
なるかを決める. つまり, <

> 0ならば, ΦA
±がΦB

∓と混じるが, ΦA
∓は何も変化しない.

4.1.4 一般の場合
Airy方程式 (87)の場合に, Borel和を解析接続をしてゆくと Stokes線をまたぐところで式 (109)の
ような Stokes現象が起こることを完全WKBの観点で示した. これは一般の場合にも正しく, 以下の
ような定理が成り立つことが知られている (証明はしない43):

定理 (1): 式 (75)の形をした 2階微分方程式でポテンシャルQが正則ならば, WKB解は Stokes線,

C[ztp] :=

{
z

∣∣∣∣∣ 0 = Im

[
i

ℏ

∫ z

ztp

dz′
√
Q(z′)

]}
(110)

43田屋の力量のため. 例えば, WKB変換論を使うと, 一般のポテンシャルが適切な条件の下で Airyポテンシャルに変
換できることが証明されているらしいのだが, ちゃんと理解できていない. 詳しい人は教えてください.
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をまたぐときに Stokes現象が起こる. ここで, ztpは変わり点と呼ばれ44,

0 = Q(ztp) (111)

なる点のこと45.

定理 (2): ポテンシャルQはQ′(ztp) ̸= 0 (つまり, 変わり点の近傍でAiryポテンシャルのように振舞
う)を満たし, さらに, Stokes線 C[ztp]は相異なる Stokes線と縮退していないとする. このとき, Stokes

線 C[ztp]を変わり点 ztpからみて反時計回りにまたぎ, 領域AからBに移るときの Stokes現象は次の
接続行列によって表現できる46:(

ΦB
+

ΦB
−

)
=

(
1 Θ(−s)× (−i)esσ[ztp]/ℏ

Θ(s)× (−i)esσ[ztp]/ℏ 1

)
︸ ︷︷ ︸

:=TAiry[z[tp]

(
ΦA

+

ΦA
−

)
. (113)

ここで,

σ[ztp] := 2i

∫ ztp

dz′
√
Q(z′) , s := sgnRe

[
i

∫ z∈C[ztp]

ztp

dz′
√
Q(z′)

]
(114)

を導入した.

以上の 2つの定理は, Stokes現象を系統的に議論する処方を与える:

(i) Stokes図を書き下す. つまり, ポテンシャルQが持つ変わり点を同定し, そこから伸びる Stokes

線の位置関係を調べる.

(ii) 2つの領域を結ぶ経路を適当に書く.

(iii) 経路に当たる Stokes線の接続行列をすべてかけ合わせれば, 2つの領域の間のWKB解 (Borel

和)の関係が分かる.

4.1.5 Schwinger機構への応用
以上の完全WKBの議論を Schwinger機構による粒子生成に応用する. 節 3で述べたように, 粒子
生成の物理はBogoliubov係数を求める問題に帰着される. 式 (41)の下で言及したように, Bogoliubov

係数は無限の過去に用意した正方向に用意した平面波が, 無限の未来でどれくらい正方向と負方向の
44DDP公式の文脈だと “‘critical point”に厳密に対応する (例えば, 岡 [188]などを参照).
45一般にポテンシャル Qが極を持つ場合, 極からも Stokes線は伸び得る (例えば, この文献とか). が, 今回は考えない
ことにする. 一般のポテンシャル Qは極を持つ (例: Sauter電場)ので, これが粒子生成にどう影響するのかは考える価
値があるかもしれない. 福嶋-島崎 [38]が関連する議論をしていたと思う.

46 (
ΦA

+

ΦA
−

)
=

(
1 Θ(−s)× iesσ[ztp]/ℏ

Θ(s)× iesσ[ztp]/ℏ 1

)(
ΦB

+

ΦB
−

)
(112)

と同値.
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平面波の混じりあいになっているか, ということを表すのであった. 無限の過去と未来では電場は漸
近的に切れると思っているので, WKB解は普通の平面波に漸近する. したがって, 無限の過去に用意
したBorel和Φin

±を正の時間方向に解析接続していって, 無限の未来でどのようにΦin
−とΦin

+が混じり
あってΦout

+ を作っているのかが分かればBogoliubov係数が分かる. 式で書けば [式 (41)に対応]

Φout
+ (t = +∞) = αΦin

+(t = +∞) + βΦin
−(t = +∞) (115)

である. 4.1.4節で述べた処方 (i)-(iii)にしたがってBogoliubov係数のαと βを求める. 基本的には単
純な拡張なのだが, (i)で Stokes図を同定するとどうしても縮退した Stokes線が出てくることになっ
て, (iii)をやるときの接続行列に注意や近似が必要になる. これを具体的に見てゆく.

(i) Stokes図を書き下す.

Schwinger機構のときはQ = ω2
p = m2 + (p− eA)2だが, このポテンシャルに対する Stokes図は一般

的に図 4のような形をする. より一般的には, 式 (75)のような形をした 2階微分方程式があって, ポ
テンシャルQが, (1) 実軸上で正の値を取りQ(t ∈ R) > 0, (2) 複素 z平面上の至る所で正則である,

という 2つの条件を満たすときには, Stokes図は図 4のような形をする. これを示す.

Im z

Re z

±,out±,in

. . . . . .Region 1 2 3 n-2 n-1 n

T1 T2 T3 Tn-2 Tn-1 Tn

zt,1

zt,2

zt,3

zt,n -2

zt,n -1

zt,n

zt,1
*

zt,2
*

zt,3
*

zt,n -2
*

zt,n -1
*

zt,n
*

図 4: Schwinger機構に対する Stokes図の一般的な構造. 赤点は変わり点, 青線は Stokes線, 緑線は
ブランチカットを表す. (ztp, z

∗
tp)を結ぶ Stokes線は縮退している. オレンジ線は無限の過去と未来を

結ぶ経路 (の 1例). なお, 一般には実軸を通っている縮退した Stokes線たちは曲線でも良いが, 簡単
のために直線で書いた.

性質 (1): Stokes図は上下対称である. つまり, Im z ↔ −Im zの変換に対して対称である.
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(証明)ポテンシャルQは正則で実軸上で実の値を取るので, Schwarzの鏡像原理から [Q(z)]∗ =

Q(z∗)が成立する. よって, ztpが変わり点Q(ztp) = 0ならば, Q(z∗tp) = 0より z∗tpも変わり
点. また, とある点 zが Stokes線 C[ztp]にのっているのであれば, その複素共役の z∗は z∗tp

から延びる Stokes線 C[z∗tp]にのっていないといけない: 0 = Im
[
i
∫ z

ztp
dz′
√
Q(z′)

]
⇒ 0 =

Im
[(

i
∫ z

ztp
dz′
√
Q(z′)

)∗]
= −Im

[
i
∫ z∗

z∗tp
dz′
√
Q(z′)

]
. 以上のことは Stokes図が上下対称であ

ることを意味する.

性質 (2): とある変わり点 ztpに対し 0 ̸= (p− eA(ztp)) · eE(ztp)を満たすならば, その変わり点から
は Stokes線が 3本出ている.

(証明) 変わり点の近傍 z ∼ ztpでポテンシャルQをテイラー展開すると,

Q(z) = Q(ztp) +Q′(ztp)(z − ztp) +O(|z − ztp|2)
= 2 (p− eA(ztp)) · eE(ztp)× (z − ztp) +O(|z − ztp|2) . (116)

よって, 0 ̸= (p− eA(ztp)) · eE(ztp)ならば変わり点に近傍ではAiryポテンシャルのように
振舞う. Airyポテンシャルからは図 2のように 3本 Stokes線が出る. なお, WKB解の位相
i
∫ z

dz′
√
Q(z′) ∝ (z− ztp)

3/2は変わり点の近傍で多価になっているので, 変わり点から 1本
ブランチカットも伸びる. ブランチカットの入れ方は原理的にはなんでも良いが, 実軸をブ
ランチカットが横切ると実時間発展の途中にRiemann面を行ったり来たりすることになっ
てあきらかに見通しが悪いので, ブランチカットは実軸を横切らずに無限遠点に逃げるよう
に入れることにする.

性質 (3): Stokes線は違う変わり点に当たらない限り勝手に分裂したりしない.

(証明) Stokes線の定義 (110)から, ある点 zの Stokes線は, dz ∝ i
√
Q(z∗)の方向に進まな

ければいけない. よって,分裂しない. Q(z) = 0 (または特異点になっている)のときはdzの
方向が定まらないので, Stokes線は一般に分裂することができ, それは積分 ∫ z

ztp
dz′
√
Q(z′)

の多価性で決まる.

性質 (4): とある変わり点 ztpとその複素共役 z∗tpは縮退した Stokes線 (Stokes segmentと呼ぶことに
する47)で結ばれている.

(証明) 0 = Im[+i
∫ z

ztp

√
Qdz] (点zがStokes線C[ztp]にのっている)ならば0 = Im[+i

∫ z

z∗tp

√
Qdz]

(点 z は Stokes線 C[z∗tp]にものっている)であることを示せばよい. Im[+i
∫ z∗tp
ztp

√
Qdz] =

Im[+i
∫ z

ztp

√
Qdz] − Im[+i

∫ z

z∗tp

√
Qdz]だから, 0 = Im[+i

∫ z∗tp
ztp

√
Qdz]であることを示せば十

分. Schwarzの鏡像原理から [Q(z)]∗ = Q(z∗)だから, [+i
∫ z∗tp
ztp

√
Qdz]∗ = +i

∫ z∗tp
ztp

√
Qdz. よっ

て, Im[+i
∫ z∗tp
ztp

√
Qdz] = 0より命題は示された.

性質 (5): 変わり点のペア (ztp, z
∗
tp)を結ぶ Stokes segmentは実軸を必ず 1回だけ横切る.

(証明) ztp から適当な点 t0 ∈ Rまで線をのばしたとき, Stokes線を定める積分の虚部は
一般には非ゼロである: 0 ̸= Im[+i

∫ t0
ztp

√
Qdz]. 今, 非積分関数 +i

√
Qは実軸上で正の純

47文献を見ている限りは, これが必ずしも一般的な呼び方ではないように感じるが, 完全WKBをやっている日本の数
学の人たちはこう呼ぶことが多いように見えるので, ここでもそう呼ぶことにする.
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虚数を取るから, t0から正/負の実軸方向へ積分すると, それは単調に虚部を増や/減らし,

±∞まで行くと 0 ̸= Im[+i
∫ ±∞
t0

√
Qdz] = ±i∞となる. よって, 積分の中間値の定理より,

Im[+i
∫ tcr
t0

√
Qdz] = −Im[+i

∫ t0
ztp

√
Qdz]なるような点 tcrが必ず存在し, それは虚部の単調性

から唯一である. このとき Im[+i
∫ tcr
ztp

√
Qdz] = Im[+i

∫ t0
ztp

√
Qdz] + Im[+i

∫ tcr
z0

√
Qdz] = 0よ

り, Stokes segmentは tcrで実軸を横切る.

性質 (6): Stokes segment以外の Stokes線は実軸を横切ることはない.

(証明) Stokes segment以外の線が実軸を横切ったと仮定する. Stokes segmentと同じ tcr
で実軸を横切るとすると, それは Stokes線が tcr で分裂しているか, 3重に縮退しまって
いる, ということになるが, 分裂は性質 (3)からあり得ないし, 3重縮退すると性質 (2)の
変わり点から 3本延びる, という性質を満たせなくなるのでダメ. よって, tcr ̸= t′cr なる
どこか違う点で実軸を横切る. そのような点 t′cr が存在するならば, Stokes線の定義から
0 = Im[+i

∫ tcr
ztp

√
Qdz] = Im[+i

∫ t′cr
ztp

√
Qdz]となっていなければならない. これは矛盾を導く.

Qは正則なので, Cauchyの積分定理から, 0 = +i
∫ tcr
ztp

√
Qdz + i

∫ t′cr
tcr

√
Qdz + i

∫ ztp
t′cr

√
Qdzで

なければならないので, 0 = Im[+i
∫ t′cr
tcr

√
Qdz]となってしまうが, 実軸上で√

Q > 0だから
0 ̸= Im[+i

∫ t′cr
tcr

√
Qdz]. よって, 背理法から Stokes segment以外の Stokes線は実軸を横切る

ことはない.

以上の性質をまとめると, 図 4を得る. 細かいことを言えば, 性質 (2)の条件 0 ̸= (p− eA(ztp)) ·
eE(ztp)は必ずしも満たされないので,最も一般的なケースを考えると,変わり点から3本以上Stokes線
が生えることもありえる. しかし,物理的には,物理は運動量pに対して連続なので, 0 = (p− eA(ztp))·
eE(ztp)となってしまうときには pを微小量ズラして性質 (2)を満たすようにした状況を考えれば十
分である.

(ii) 経路を書く.

無限の過去と未来のBorel和の関係を知りたいので, 無限の過去と未来の領域を繋ぐ経路を適当に決
める. ここでは図 4のように実軸をまっすぐ突っ切るような経路を考える. この経路のメリットは, 粒
子生成の実時間発展がなんとなくわかるような気がしてうれしいことである (3節で議論したように
外場中の粒子描像は厳密には定めることができないので, あくまで気持ちに過ぎないが). 原理的には
虚軸方向に弧を描くように無限の過去と未来を結んでも良いが, このときにはブランチカットをどし
ても横切って違うRiemann面に行ってしまうので, ちょっと都合が悪い.

(iii) 接続行列を掛け合わせる.

図 4の経路を選ぶと, Stokes segmentをたくさん横切ることになる. よって, Stokes segmentに対応
した接続行列を Tseg[ztp]と書くことにすれば,(

Φout
+

Φout
−

)
= Tseg[ztp,1]Tseg[ztp,2] · · ·Tseg[ztp,n]

(
Φin

+

Φin
−

)
(117)

となる. したがって, メインの問題は Tseg[ztp]を求めることに帰着する.

田屋の知る限りは, Stokes線が縮退した Stokes segmentに対する接続行列 Tsegは近似的にしか求ま
らないのが現状で, これが今回説明している完全WKB的なアプローチの限界を決めている. このこ
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図 5: ポテンシャルQに対する摂動Q→ Q(±)で Stokes segmentの縮退がほどける様子.

とを, 縮退していないときの接続行列 TAiry (113)を使って議論する. そのためにまず, Stokes segment

が Schwinger機構の Stokes図に現れていたのは, 性質 (4)のためだったことを思い出す. 性質 (4)が
成り立っていたのは, Schwarzの鏡像原理 [Q(z)]∗ = Q(z∗)のために Stokes図が上下の対称であった
ことが肝であった. したがって, 摂動を加えてこの対称性を壊せば, Stokes segmentの縮退はほどけ
て縮退していない 2本の Stokes線になるものと期待される. そのような摂動として, Qに小さな虚部
を足すことを考える (場の理論の iϵ処方みたいなもの):

Q(z) → Q(±)(z) := Q(ze±iδ) with δ → 0+, (118)

このときの対応するBorel和と Stokes segmentの接続行列を

Φ± → Φ
(±)
± , T → T (±) (119)

と書くことにする. 摂動を受けると, 変わり点 ztp(の実部)は, 0 = Q(zt) ⇔ 0 = Q(±)(zt×e∓iδ)だから,

Re ztp → Re
[
ztp × e∓iδ

]
∼ Re ztp ± 0+ × Im ztp,

Re z∗tp → Re
[
z∗tp × e∓iδ

]
∼ Re ztp ∓ 0+ × Im ztp (120)

と動く. つまり, 上下の変わり点は逆に動くので, 上下に対する対称性が図 5のように壊れ, Stokes

segmentの縮退が解ける. 以降, 上半面の変わり点を ztpと呼ぶことにする. このとき, 縮退が解けた
後の Stokes線は以下の性質を満たす:

sgn

[
+i

∫ z∈C[ztp]

ztp

√
Q(z′)dz′

]
= −sgn

[
+i

∫ z∈C[z∗tp]

z∗tp

√
Q(z′)dz′

]
> 0. (121)

なぜならば, Stokes線は定義 (110)から, dz ∝ −i[
√
Q]∗の方向に動くので,積分の実部Re+i

∫ z∈Cztp
ztp

√
Q(z′)dz′

は変わり点から単調増加または減少し続ける. ztp (z∗tp)からのびる Stokes線 C[ztp] (C[z∗tp])は実軸を
上から (下から)横切る, つまり, dz ∝ −i (∝ +i). よって, 実軸のところでは, C[ztp] (C[z∗tp])の実部は
−i × (+i)

√
Q > 0 (+i × (+i)

√
Q < 0)となって, C[ztp] (C[z∗tp])は積分の実部が単調増大 (減少)する
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ような Stokes線になっているこが分かる. さて, 式 (121)によって, TAiry (113)に出てくる sが定まっ
た. 今, 図 5のように左から縮退がほどけた Stokes segmentを超えて右に移るようなBorel和を考え
れば, この接続行列は TAiryを 2発当てたもので書けるので,

(
Φ

(+)
+,R

Φ
(+)
−,R

)
=

(
1 0

−ie+σ[ztp]/ℏ 1

)(
1 +ie−σ[z

∗
tp]/ℏ

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

= T (+)[ztp]

(
Φ

(+)
+,L

Φ
(+)
−,L

)

(
Φ

(−)
+,R

Φ
(−)
−,R

)
=

(
1 +ie−σ[z

∗
tp]/ℏ

0 1

)(
1 0

−ie+σ[ztp]/ℏ 1

)
︸ ︷︷ ︸

= T (−)[ztp]

(
Φ

(−)
+,L

Φ
(−)
−,L

) (122)

となる. ここで, σ[ztp]− σ[z∗tp] = 2Re σ[ztp]を使えば,

T (±)[ztp] =

1 +
e−2Reσ[ztp]/ℏ

2
∓ e−2Reσ[ztp]/ℏ

2
+i e−σ[z

∗
tp]/ℏ

−i e+σ[ztp]/ℏ 1 +
e−2Reσ[ztp]/ℏ

2
± e−2Reσ[ztp]/ℏ

2

 (123)

である. Re σ[ztp] = +i
∫ z∗tp
ztp

√
Q(z′)dz′は式 (121)より正の実数であることに注意する.

式 (123)には問題が生じている: δは人間が勝手に挿入したパラメーターなので, δ → 0でT (+) = T (−)

が成り立ってほしい. さもなくば Stokes segmentに対する接続行列 T は一意的に定義できないこと
になる. しかし, 式 (123)の対角項はそうなっておらず, O(e−2Reσ[ztp]/ℏ)のオーダーで T (+) ̸= T (−)と
なってしまう. このように Stokes segmentがあると一般に完全WKBはバグってしまう48. その一方
で, このバグり具合はO(e−2Reσ[ztp]/ℏ)のオーダーであり, ℏ → 0とする形式的な半古典極限において
は無視できる. よって,

T [ztp] =

 1 +i e−σ[z
∗
tp]/ℏ

−i e+σ[ztp]/ℏ 1

+O(e−2Reσ[z∗tp]/ℏ) (124)

である49.

求まった接続行列 (124)を式 (117)に代入すると, σ[ztp]− σ[z∗tp] = 2Re σ[ztp]に注意して,(
Φout

+

Φout
−

)
=

n∏
i=1

 1 +i e−σ[z
∗
tp,i]/ℏ

−i e+σ[ztp,i]/ℏ 1

+O(e−2Reσ[z∗tp,i]/ℏ)

(Φin
+

Φin
−

)

=




1 +i
n∑

i=1

e−σ[z
∗
tp,i]/ℏ

−i
n∑

i=1

e+σ[ztp,i]/ℏ 1

+O(e−2Reσ[z∗tp,i]/ℏ)


(
Φin

+

Φin
−

)
(125)

48Fixed singularityと呼ばれる, Airyのときとは違う性質をもった厄介な特異性が現れることに起因する. 例えば, 竹
井に関連する議論がある.

49現存する半古典近似の計算は, 田屋が知る限りすべて O(e−2Reσ[ztp]/ℏ) はネグっているので, 式 (124) の
O(e−2Reσ[ztp]/ℏ) がちゃんと定まれば結構うれしいと思うが, やり方がわからない. Worldline instanton 法だと, イン
スタントンアクションがでかくなるような高次の配位まで全部書き下せばよいだけなので, 原理的には worldline instan-
ton法の方がこの問題に対しては楽かもしれない. DDP法は本質的には鞍点法なのだけど, 鞍点法に持ち込む前に α ∼ 1
みたいなノリの近似を使うので, このノリをちゃんと評価しないといけないのが大変そうに個人的には見える.
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これと式 (115)を見比べると,

α = 1 +O(e−2Reσ[z∗tp,i]/ℏ) , β = +i
n∑

i=1

e−σ[z
∗
tp,i]/ℏ +O(e−2Reσ[z∗tp,i]/ℏ) (126)

を得る. Bogoliubov係数 βを二乗したものが粒子生成数を与えるから [式 (48)],

d3N

dp3
=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

e−σ[z
∗
tp,i]/ℏ

∣∣∣∣∣
2

+O(e−3Reσ[ztp,i]/ℏ)

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

exp

[
−2i

∫ z∗tp,i

dz ωp(z)

]∣∣∣∣∣
2

+O(e−3Reσ[ztp,i]/ℏ) (127)

を最終的に得る (ここで, z∗tp,i は, 下半面にある i番目の変わり点であることを忘れないためにメ
モしておく)50. これが粒子生成の物理で広く使われている半古典近似の公式である. 直感的には,

粒子生成は Stokes segmentが実軸と交差する tcr,i で起きて, それぞれでの粒子生成の確率振幅は
exp

[
−2i

∫ z∗tp,i dz ωp(z)
]
で与えられる, ということを言っている. ここで, 確率振幅をすべて足し上げ

た後に二乗を取っているので, 別々の粒子生成のイベントと量子干渉が起こり得ることに注意. 一般
の場合に確立振幅の積分を解析的に実行し切るのは難しいが, 非常にラフな気持ちとしては, I ztpの
大きさで粒子生成は指数関数的に抑制されていると言っても過言ではない. というのは, 質量がそこ
そこ大きいと思えば, ωp(z) ∼ mなので,

exp

[
−2i

∫ z∗tp,i

dz ωp(z)

]
∼ (phase)× e−2m Im ztp,i (128)

となる (もちろんこれは雑な評価なので定量的にそこまで正確ではないが, prefactorの係数をミスる
くらいで大雑把には正しい).

4.2 半古典近似の公式からわかること
半古典近似の公式 (127)からわかる物理を簡単に議論する.

4.2.1 チェック: 定常電場の結果を再現すること
その前に簡単に定常電場の場合に正しい結果を与えることを見る. 3方向を電場の向きに取れば,

ωp(z) =
√
m2 + p2

⊥ + (p3 + eEz)2であるから, 下半面にある変わり点は,

z∗tp =
−p3 − i

√
m2 + p2

⊥
eE

(129)

50フェルミオンの場合は, (−1)iの位相因子が式 (127)に加わると考えられているが [99], これがちゃんと証明されてい
るのか田屋は知らない. たぶん円偏光しているような電場の場合には単に位相因子をつけるだけでは済まないと思う.
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の 1個だけである. このとき,

Re
[
−σ[z∗tp]

]
= Re

[
−2i

∫ z∗tp

dz
√

(eE)2(z − ztp)(z − z∗tp)

]
= −i

√
eE

∫ z∗tp

ztp

dz
√

(eE)2(z − ztp)(z − z∗tp)

= −ieE × (−i)π(Imztp)
2

= −π
2

m2 + p2
⊥

eE
(130)

となる. よって, 半古典近似の公式 (127)から,

d3N

dp3
=
∣∣e−σ[z∗tp]/ℏ∣∣2 +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

= e2Re[−σ[z∗tp]/ℏ] +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

= e−π
m2+p2⊥

ℏeE +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ) (131)

である. これはたしかに 3.4節の結果を厳密に再現する. 半古典近似は電場の時間変調の遅さと関係
していたから [式 (75)の下の議論], 電場が遅い極限である定常電場のときに正しい結果を再現できる
のはもっともな結果である.

4.2.2 非摂動と摂動の移り変わり
半古典近似の公式 (127)を使えば, 電場を早くしてゆくときに, 粒子生成のパラメータ依存性が摂
動的になってゆくさまを議論することができる. 具体例として, E(t) = E0 sinωtのように周期的に変
動する電場を考え51, さらに簡単のために p = 0を考える. ゲージポテンシャルはA = E0

cosωt
ω
なの

で, 変わり点 ztpは

0 = m2 +
(
eE0

cosωz

ω

)2
(132)

を解くことで決定される. 解くと,

ωztp,n = cos−1 (−iγ) + nπ = nπ +

{
π
2
+ i ln 2γ +O(γ−2) (γ ≫ 1)

π
2
+ iγ +O(γ2) (γ ≪ 1)

. (133)

ここで,

γ :=
mω

eE0

(134)

51うるさいことを言うと, 振動電場の場合は系が周期的なので, 周期性をどうやって破って電場が切れた漸近状態を用
意するのか, ということが実は大きな問題になる. 数値的に計算してみると, この電場の切り方によって粒子生成数はか
なり大きく影響を受ける. ここでの議論は, Brezin-Izykson [33]が行った古典的で業界で広く受け入れられている議論に
基づく一方, 漸近状態の作り方に注意を払っていないので実は結構怪しい計算である. また, 周期電場のように粒子生成
が何回も起きる系では後で議論する量子干渉の方が大事になってくるので, そういう意味でも実はあまりいい例ではない.
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はKeldyshパラメータである. ここで γ ≫ 1のときに冪かログかの依存性が違うということが大事
である. というのは, 半古典近似の範囲での確立振幅は, 式 (128)で述べたように, ztpの虚部の大きさ
がおおよそ決めるので, それが冪かログかの依存性が違うということは粒子生成の抑制度合いが大分
変わってくる:

e−σ[z
∗
tp,n] = exp

[
−2i

∫ z∗tp,n

dz ωp(z)

]
∼ (phase)× e−2m Im ztp,n

=

{
(phase)× e−2

m
ω
ln 2γ (γ ≫ 1)

(phase)× e−2
m
ω
γ (γ ≪ 1)

=

{
(phase)×

(
2eE0

mω

)−2m
ω (γ ≫ 1)

(phase)× e−2m
2/eE0 (γ ≪ 1)

. (135)

より, 粒子生成は γによって指数関数的抑制 (非摂動的)か冪的な抑制 (摂動的)かが変わってくる. も
う少し真面目にやると, 積分をちゃんと実行すれば,

−σ[z∗tp,n] = −2i

∫ z∗tp,n

dz ωp(z)

= −2i
eE0

ω

∫ 1
ω
cos−1(+iγ)+nπ

ω

dz
√
γ2 + cos2 ωz

= −2i
eE0

ω

∫ π
ω (n+

1
2)
dz
√
γ2 + cos2 ωz + (−2i)

eE0

ω

∫ 1
ω
cos−1(+iγ)+nπ

ω

π
ω (n+

1
2)

dz
√
γ2 + cos2 ωz

= −2i
eE0

ω

∫ tcr,n

dz
√
γ2 + cos2 ωz︸ ︷︷ ︸

= iIm[−σ[z∗tp,n]]

+ (−2i)
eE0

ω

∫ 1
ω
cos−1(+iγ)− π

2ω

0

dz

√
γ2 + sin2 ωz︸ ︷︷ ︸

= Re[−σ[z∗tp,n]]

= i Im
[
−σ[z∗tp,n]

]
− 2

eE0

ω

√
1 + γ2

ω

[
E

(
1

1 + γ−2

)
−K

(
1

1 + γ−2

)]
= i Im

[
−σ[z∗tp,n]

]
− π

2

m2

eE0

×

{
4
π
γ−1 (ln 4γ − 1) +O(γ−1) (γ ≫ 1)

1 +O(γ) (γ ≪ 1)

= i Im
[
−σ[z∗tp,n]

]
−

{
2m
ω
ln 4γ +O(γ−1) (γ ≫ 1)

π
2

m2

eE0
+O(γ3) (γ ≪ 1)

. (136)

ここで, K(k) :=
∫ π/2

0
dθ 1√

1−k2 sin2 θ
, E(k) :=

∫ π/2

0
dθ
√

1− k2 sin2 θは第 1種, 第 2種完全楕円積分であ
り, また, 今考えているポテンシャルに対して

Re ztp,n = tcr,n =
π

ω

(
n+

1

2

)
(137)

が成り立つことを使った (証明は略). よって,

d3N

dp3

∣∣∣∣
p=0

=



∣∣∣∣∣∑
n

(phase)× e−
2m
ℏω ln 2γ

∣∣∣∣∣
2

(γ ≫ 1)∣∣∣∣∣∑
n

(phase)× e
−π

2
m2

ℏeE0
/ℏ

∣∣∣∣∣
2

(γ ≪ 1)

+O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)
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∝


(
2
mω

eE0

)2 2m
ℏω

(γ ≫ 1)

e
−π m2

ℏeE0 (γ ≪ 1)

(138)

となる. 2行目で位相因子はあまり効かないだろうと思い込むことにして無視した. よって, 半古典近
似によれば, 粒子生成の様子はKeldyshパラメータ γという 1つのパラメータで完全に決定され, そ
の大小で非摂動・摂動的な粒子生成の描像が移り変わる52(もう少し詳しい物理的な解釈は 2節や, あ
るいは問題点は脚注 10や図 6を参照).
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LCFA

one-photon

図 6: Sauter電場E(t) = E0/ cosh
2(ωt)に対する粒子生成の周波数依存性. 半古典近似は γ = ξ−1 =

mω/eEが小さい領域でとても良い近似を与える一方, 大きい領域で全然合わない. 半古典近似には
入ってこない ν = ω2/eEというパラメータの大小も大事になってくる.

4.2.3 量子干渉
4.2.2節では確率振幅の位相の干渉効果を完全に無視したが, これは実はあまりよくない. 位相の干
渉効果は粒子生成が何回も起こるときに有意な違いをもたらす. これを前節 4.2.2で使った振動電場
の場合に見てみる. 式 (136)より, 指数関数の肩の実部Re σ[ztp,n]は nに依存しない. 物理的には単な
る振動電場を考えているから電場の最大値は一定なので, 粒子生成の絶対量は各イベントで同じ, と

52ちなみに, Sauter電場 E = E0/ cosh
2 ωtの場合は,

Re
[
−σ[z∗tp]

]
= −π

2

m2

eE0

2

γ

(√
1 + γ−2 − γ−1

)
= −π m

2

eE0
×
{

2γ−1 + 2γ−2 +O(γ−3) (γ ≫ 1)

1− γ2

4 +O(γ4) (γ ≪ 1)
(139)

となって, γ ≫ 1のときに周期電場のような単純な摂動的冪依存性は持たない. Sauter電場の Fourierスペクトルは単色
の周期電場と違って幅を持っているので必ずしも摂動的な冪依存性は持たなくても良いのだ, などと言う人がいるけど,
そもそも γ → ∞では半古典近似は危ないので (脚注 10参照), 摂動的になって然るべしという物理を正しく記述できな
い, という解釈の方が個人的には正しいと思う.
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図 7: パルス電場を 2回当てた時に量子干渉効果によって縦運動量のスペクトルが変更を受ける様
子 (図はAkkermans-Dunne [189]より). 厳密な数値計算 (青線)を半古典近似 (赤線)と 1パルスの粒
子数に (パルス数)2 = 4かけたもの (黒線)を比較.

いうこと. 実部をくくりだせば,

d3N

dp3

∣∣∣∣
p=0

=

∣∣∣∣∣∑
n

eRe[−σ[z∗tp,n]]/ℏ+i Im[−σ[z∗tp]]/ℏ

∣∣∣∣∣
2

+O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

=

∣∣∣∣∣∑
n

ei Im[−σ[z∗tp,n]]/ℏ

∣∣∣∣∣
2

e2Re[−σ[z∗tp]]/ℏ +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

=
∑
n,n′

(2− δn,n′) cos

(
Im[−σ[z∗tp,n]]− Im[−σ[z∗tp,n′ ]]

ℏ

)
e2Re[−σ[z∗tp]]/ℏ +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

(140)

となる. ここで大事なことは, cosの引数をうまく調節すると, 干渉が効率化して粒子生成が大きく増
大/抑制される, ということである. より一般の実部 Re σ[ztp,n]が nに依存する場合は, 必ずしも cos

のような簡単な因子を抜き出すことはできないが, 基本的なアイデアは同じで量子干渉は粒子生成イ
ベントが複数あると必ず起こる.

例として, 増大する場合を見てみる. 増大は cosの引数が 2πZのときに起こる. つまり,

Im[−σ[z∗tp,n]]− Im[−σ[z∗tp,n′ ]]

ℏ
∈ 2πZ . (141)

このとき, cos(· · · ) = 1となるから, 粒子生成が起こるごとに粒子生成はBose enhancementを受けて,

d3N

dp3

∣∣∣∣
p=0

=
∑
n,n′

(2− δn,n′)︸ ︷︷ ︸
= 2n2

max−nmax

e2Re[−σ[z∗tp]]/ℏ +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ)

∼ 2n2
max × e2Re[−σ[z∗tp]]/ℏ +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ) (142)

という風に粒子生成が起きた回数 nmaxの二乗で粒子数は増える. 量子干渉は振動数 ωや電場の強さ
eE0(あるいは, 今は p = 0に限定しているが, 運動量 p)を変えることで調整できる. 今の場合は, 式
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(136)で評価をサボっていた虚部を頑張って評価すると,

Im
[
−σ[z∗tp]

]
= −2

eE0

ω

∫ tcr,n

dz
√
γ2 + cos2 ωz

= −2
eE0

ω
× (2n+ 1)π

ω

√
1 + γ2E

(
1

1 + γ2

)
(143)

となるので,

Im[−σ[z∗tp,n]]− Im[−σ[z∗tp,n′ ]]

ℏ
= −(n− n′)× 4π

eE0

ℏω2

√
1 + γ2E

(
1

1 + γ2

)
(144)

だから,

2
eE0

ℏω2

√
1 + γ2E

(
1

1 + γ2

)
∈ Z (145)

ならば粒子生成は干渉によって増大を受ける. 逆に, 左辺が半整数になるときには粒子生成は抑制さ
れて,

d3N

dp3

∣∣∣∣
p=0

∼ (1− (−1)nmax)× e2Re[−σ[z∗tp]]/ℏ +O(e−3Reσ[z∗tp]/ℏ) (146)

のようになる.

5 実時間発展とバックリアクション
(5節で言いたいこと)� �

• 実時間発展を議論するために断熱粒子描像が広く用いられている. しかし, これはあくま
で人間が勝手に定めた 1つの粒子の定義であって, “真の粒子”に一致する保証はどこにも
ない.

• 電磁場へのバックリアクションは平均場近似の範囲内で定式化されている.

• 2点関数のUV発散は断熱正則化とくりこみによって処理することができる.

• バックリアクションによって電場は減衰振動することが数値計算で確かめられる. 解析的
な計算によってこれを再現するのはなかなか難しい.� �

これまでの議論はいくつかの点で不満がある: (1) 粒子生成は実時間のダイナミクスのはずなのに
無限の未来での粒子数しか議論できていない; (2) 電磁場を固定する取り扱いはエネルギー保存則を
破るので非物理的である. これらの不満点に関する理論的なアプローチについて議論する.

5.1 断熱粒子描像
3.2節で説明したように, 外場があるときには “粒子”を曖昧さなく定義することは不可能である.

なので, 3.2節では無限の過去と未来で外場を切ることでこの問題を回避した. ここでは, “もっとも
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らしいモード関数”を手で定めることで, それらしく有限の時間 tの “粒子”を定義する, という方法
の 1つとして断熱粒子描像 (adiabtic particle picture)を議論する. 散々注意するが, これはあくまで
ノリの取り扱いで, 勝手に定義した “粒子”はあくまで “あなたの粒子”であって, それが “真の粒子”

に対応している理論的な保証はどこにもないし, 実験的に測れるのはすべての相互作用から解放され
たフリーな粒子のみなので実験的に確かめるすべも存在しない. しかし, 便利な物理的な見方を与え
るのは確かだし, グダグダ言っても物理的な理解が進まないので, 広く用いられている.

断熱粒子描像のアイデアは, 今までは場の演算子 ϕを平面波で展開していたが, 平面波の代わりに
WKB解で各時刻各時刻で展開することで有限時間の生成消滅演算子を定義する53:(

ϕ(t,x)

ϕ̇(t,x)

)
=

∫
d3p

e+ip·x

(2π)3/2

[(
ϕ
(n)
p (t)

+iΩ(n)ϕ
(n)
p (t)

)
a(n)p (t) +

(
ϕ
(n)∗
p (t)

−iΩ(n)ϕ
(n)∗
p (t)

)
b
(n)†
−p (t)

]
. (147)

ここで, ϕ
(n)
p は n次で打ち止めした (普通の)WKB解で, 4.1.1節で計算したΩnを使って,

ϕ(n)
p (t) :=

e−i
∫ t dt′ Ω(n)(t′)√
2Ω(n)(t)

with Ω(n) :=
n∑

n′=1

Ωn′ (148)

と定義される. WKB解はモード方程式 (16)の厳密な解ではないから生成消滅演算子 a
(n)
p , b

(n)
p は時間

依存することに注意. WKB解 ϕ(n)は厳密なモード関数 ϕpと同じ規格化条件 (18)を満たすので, 生
成消滅演算子 a

(n)
p , b

(n)
p は,

δ3(p− p′) = [a(n)p , a
(n)†
p′ ] = [b(n)p , b

(n)†
p′ ] , 0 = [a(n)p , a

(n)
p′ ] = [b(n)p , b

(n)
p′ ] (149)

の交換関係を満たす. このことから a
(n)
p , b

(n)
p はたしかに (ある時刻 tに)1粒子を作ったり消したりす

る生成消滅演算子になっていることが分かり, 対応する真空状態や多粒子状態も普通の場の理論と同
じように構成することができる. 例えばある時刻 tの真空は,

0 = a(n)p (t) |0(n); t⟩ = b(n)p (t) |0(n); t⟩ for any p with 1 = ⟨0(n); t|0(n); t⟩ (150)

と定義できる.

WKB解 ϕ
(n)
p で粒子描像を定める気持ちは, 雑に言えば平面波を時間依存に拡張したものがWKB

解だから. もう少しそれっぽく言えば, 電場が十分遅いときには, WKB解 ϕ
(n)
p が時間並進演算子+i∂t

の近似的な固有関数みたいなものになっている. つまり,

+i∂tϕ
(n)
p ∼ Ω(n)ϕ(n)

p (151)

53ϕ は 2 階微分方程式を満たすので, ϕ と ϕ̇ は独立自由度. したがって, 原理的には ϕ と ϕ̇ はそれぞれ別の好き勝
手な関数で展開してよい [144]. 例になっているかわからんが, 例えば, f = e−iωtは 2階微分方程式に従うが, これは
f = α

e−iωt

t︸ ︷︷ ︸
=f1

× t︸︷︷︸
=a

+(1− α)
e−iωt

t2︸ ︷︷ ︸
=f2

× t2︸︷︷︸
=b

と展開しても良いが, これは 1階微分の展開を一意に定めてなくて, 例えば, 任

意の β を使って ḟ = β(−iω)
e−iωt

t︸ ︷︷ ︸
=f ′

1

× t︸︷︷︸
=a

+(1− β)(−iω)
e−iωt

t2︸ ︷︷ ︸
=f ′

2

× t2︸︷︷︸
=b

と展開してもまったく問題ない. ここで, ϕ̇を ϕ̇
(n)
p

ではなく, −iΩ(n)ϕ
(n)
p で展開したのは先行文献 [59, 60, 61, 62]に従ったわけだが, 気持ちとしては (1) こっちの方がより

固有値方程式 (151)感が出る; (2) 断熱正則化と相性が良い (ϕ̇
(n)
p を使うと 0次の断熱正則化でエネルギーが保存しなく

なったりする), という感じだと思う. フェルミオンの場合は 1階微分方程式に従うので, こういうめんどくさい 1階微分
の条件を考える必要はない.
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だから, 各時刻各時刻の瞬間的な 1粒子エネルギーをΩ(n)と解釈することができ, そのエネルギーを
作るような励起を粒子と同定するのは自然に思えるからである. 電場が遅いときには式 (151)は精度
がよくなるだろう. つまり, 断熱的な状況だと良さそうな取り扱いになっていると思われるので, そ
のことから断熱粒子描像と呼ばれる. ちなみに, Wigner関数やGreen関数の表式をがちゃがちゃい
じって有限時間の粒子描像を定めることもできるが, これは (最低次の)断熱粒子描像と完全に等価で
ある (例えば, DHW formalismの文脈だとHebenstreit-Alkofer-Gies [69]).

断熱粒子描像は無限の過去と未来における粒子描像を自然に含む. 無限の過去と未来で電場が切れ
ると思えば, WKB解 ϕ

(n)
p は無限の過去と未来で普通の平面波に漸近するから, WKB解による展開

(147)は普通の平面波による展開に一致する. よって,

a(n)p (±∞) = aasp , b(n)p (±∞) = basp (152)

である. 一方で, 有限の時刻においては a
(n)
p , b

(n)
p は aasp , b

as
p と一致しない. この不一致具合は, (時間に

依存した)Bogoliubov変換を用いて定式化できる. 式 (40)より,(
ainp
bin†−p

)
= +i

∫
d3x

 (
e+ip·x

(2π)3/2
ϕin
p

)∗
−
(

e+ip·x
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p

(a(n)p (t)

b
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)
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(
α
(n)∗
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p (t)

−β(n)
p (t) α

(n)
p (t)

)(
a
(n)
p (t)

b
(n)
−p(t)

)
. (153)

記法を簡単にするため−iΩ(n)ϕ
(n)
p =: ϕ̇

(n)
p と書いた. つまり, ϕin∗

p

↔
∂ tϕ

(n)
p =

(
−iΩ(n)ϕin∗

p − ϕ̇in∗
p

)
ϕ
(n)
p など

と理解することにした. また, α
(n)
p , β

(n)
p の複素共役がどうだこうだとかは漸近状態に対するBogoliubov

変換 (46)と一貫的になるように選んだ.

有限の時間 tでの生成粒子数 N(あるいは興味があれば真空崩壊率 w)は, 漸近状態に対する議論
(3.2節)とまったく同じように計算できる. 無限の過去における真空 |0; in⟩ (47)について粒子数演算
子の期待を取れば,

d3

dp3

(
N (n)(t)

N̄ (n)(t)

)
= ⟨0; in|

(
a
(n)†
p (t)a

(n)
p (t)

b
(n)†
p (t)b

(n)
p (t)

)
|0; in⟩ = V

(2π)3

(
|β(n)

p (t)|2

|β(n)
−p(t)|2

)
(154)

を得る. したがって, N (n)(t)はBogoliubov係数 β
(n)
p によって決定されるが, β

(n)
p は ϕ

(n)
p と ϕin

p で決定
されて, ϕ

(n)
p はわれわれが勝手に設定したWKB解で既知だから, ϕin

p が求まればN (n)(t)が求まる. つ
まり, モード方程式 (36)を解けば計算できる. 逆に, モード方程式 (36)を解くことで得られるN (n)(t)

自体な “厳密”な量で, もともとの親玉であるモード方程式 (36)に何か近似を施して結果得られた量
ではない. つまり, N (n)(t)を「有限時刻 tにおける粒子数」と「解釈する」ことはある種の近似であ
るが, N (n)(t)自体はモード方程式 (36)と同等の情報を含んでいることを一応注意しておく.

51



生成粒子数N (n)(t)はモード方程式 (36)を解いて計算するのが一番楽だが, しばしばN (n)に関する
微分方程式として表すことがある (quantum Vlasov equationなどと呼ばれて, 普通は n = 0とする).

このように表示すると, Boltzman方程式 (みたいなもの)に入るソース項を同定できるので, 運動学的
な記述で Schwinger機構の実時間発展を議論したいときに便利なことがある. N (n)(t)を微分すると,

dfp
dt

= 2Re
[
β(n)∗
p β̇(n)

p

]
=: S where fp :=

(2π)3

V

d3N (n)

dp3
(155)

となる (fpは位相空間密度). 右辺の β̇
(n)
p を評価するために, Bogoliubov変換 (153)から

ϕ(t,x) =
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(156)

となるが, これを断熱粒子描像のモード展開 (147)と見比べて,(
ϕ
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となることを覚えておく (最右辺に至るために規格化条件から従う 1 = |α(n)
p |2 − |β(n)

p |2を使った). 同
じ式は ϕ̇

(n)
p と ϕin

p に対しても成り立つ. さて, β
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p であることを使えば,
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を得る54. これを式 (155)に戻すと, ソース項 Sは,

S = 2Re
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のようにBogoliubov係数 α
(n)
p , β

(n)
p を使って表すことができる. 特に, n = 0の場合は,

S|n=0 =
eE

ωp

· (p− eA)

ωp

Re
[
α(0)
p β(0)∗

p e−2i
∫ t dt′ ωp(t′)

]
(161)

となる. この表示は断熱正則化におけるカレントの表式の物理的意味を考えるときに便利になること
がある.
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図 8: 定常電場E(t) = Eに対する断熱粒子描像に基づく粒子生成数N (n)(t)の時間発展.

生成粒子数N (n)(t)はWKB展開のオーダー nに非常に敏感である (図 8参照). つまり, とても素朴
に考えると nを大きくするほど近似は “精密”になってゆくのだろうからいずれはある一定の値に収
束して “真の粒子数”を与えるのでは, と思うかもしれないが, これは誤りである. むしろオーダーを
上げてくと最終的に激しく振動しさらに発散する. これは断熱粒子描像はあくまでノリであって, “

真の粒子”を表しているわけではないことの間接的な表れと解釈することもできる. ちなみに, 運動
量積分を実行するとN (n)(t)が発散することもある [190]. そういう意味でも断熱粒子描像は危ない面
がある. こうした気持ちの悪い振舞いがないような “気持ちのよい粒子描像”として最近, “超断熱粒
子描像”というものも議論されている [143, 144]. これは, 完全WKBのときにやったように級数 ϕ

(n)
±

のBorel和を厳密に実行するのではなく, ϕ
(n)
± の階乗発散のリーディングだけで近似した ϕ

(n)
± ∼ n!を

使って近似的にBorel和を実行し, さらにその後Laplace変換を実行するときに最急降下法を使う, と
54DDP 法は式 (158) を基にして得られる: α

(n)
p ∼ 1 と近似すると, β

(n)
p についての 1 階微分方程式に落ちるので,

β
(n)
p =

∫
dt (· · · )の解を得る. 右辺の積分を最急降下法を使って半古典的に解くのがDDP法で, 半古典公式 (127)を最終

的に得る. ここで, n = 0と取るのが慣習的だが, ひょっとすると違う nを使ったり, そもそもWKB解じゃなくて違う都
合の良い関数による展開を考えるとDDP法を改善できるかもしれないなあ, と考えたこともあるがうまくいかなかった.
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いう 2つの近似を行って得られた Borel和をモード関数に設定する, という方法である. 宇宙論の文
脈だと, 文献 [97, 191]が超断熱粒子描像を cosmological particle productionとかに応用している.

5.2 平均場近似によるバックリアクションの取り扱い
粒子生成による電磁場へのバックリアクションを考えたい. これは系のエネルギー保存を満たすた
めに必須である. 電磁場へのバックリアクションを考えるために, ラグランジアン (13)にMaxwell項
を足す:

L = |(∂µ + ieAµ)ϕ̂|2 −m2|ϕ̂|2 − 1

4
F µνFµν . (162)

電磁場Aµの運動方程式は,

0 = ∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
− ∂L
∂Aµ

⇒ ∂νF
νµ = +ie

[
ϕ†(∂µ + ieAµ)ϕ− ((∂µ + ieAµ)ϕ)

†ϕ
]︸ ︷︷ ︸

=: ejµ

, (163)

となる. が, この式は左辺が古典的な量なのに対し, 右辺のカレント jはオペレータの式になっている
のでちょっとおかしい. これはAµを古典場として扱ってしまっていることの弊害である. Aµの古典
近似とコンシステントになるように, 右辺のカレント jµを平均場近似することで古典量に落とす:

jµ → ⟨0; in| : jµ : |0; in⟩ . (164)

ここで, 状態は原理的にはなんでも良いのだが, 真空 |0; in⟩に興味があることにした. 　また, jµの期
待値を素朴に計算するとUV発散しているので ⟨0; in|jµ|0; in⟩ = ∞, このUV発散をなんらかの方法
で正則化しwell-definedにしたという意味で : • :を足した.

こうして平均場近似した式 (163)と ϕが従うKlein-Gordon方程式 (34)を連立させた式,{
0 = [(∂µ + ieAµ)

2 +m2]ϕ

∂νF
νµ = e ⟨0; in| : jµ : |0; in⟩

(165)

を解くのがバックリアクション問題の平均場近似に基づいたアプローチである. 空間一様のときは,

式 (165)の 2式目は簡単化できて,

∂tE = −e ⟨0; in| : j : |0; in⟩ (166)

である. カレントを流すためには, 真空から粒子を作ってさらに電子を加速する必要があるわけで, こ
の両ステップで電場はエネルギーを消費する. よって, 流れているカレントが大きくなれば大きくな
るほど電場は強いバックリアクションを受ける.

5.3 UV発散の処理
5.3.1 断熱正則化
期待値の正則化 : • :の 1つの方法が断熱正則化 (adiabatic regularization)である. とても端的に言
えば, 各時刻各時刻で正規順序を取ることをUV発散を除去する方法である [59, 60, 61, 62] (もとも
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とは曲がった時空の量子論の文脈で開発された [55, 65]). これは真空を (低次の)断熱粒子描像で定
め, その真空の寄与を差っ引いていることに他ならない. この方法のメリットは物理が分かりやすい
のと数値計算に載せやすいことだと思う. デメリットとしては空間が非一様な場合への拡張がよくわ
からないことなんかがあると思う. 他の正則化の方法として point-splittingを利用する方法とかいろ
いろあるらしいが [55, 65], 田屋は知らないのでここではやらない.

断熱粒子描像を議論するために, まず 2点関数のUV発散はWKB展開の低次項に由来することを
見る. 一般の 2点関数の真空期待値 ⟨0; in|ϕ†Ôϕ|0; in⟩は, ϕin

p を使ったモード展開 (39)を使ってやると,

⟨0; in|ϕ†Ôϕ|0; in⟩ =
∫

d3p

(2π)3
ϕin
pOpϕ

in∗
p (167)

と書ける. UV発散の構造を見るためには ϕin
pOpϕ

in∗
p がどのような運動量依存性を持っているかを調

べれば良い. これを調べるために 4.1.1節で説明したWKB展開を使う. モード関数 ϕin
p をWKB展開

すると,

ϕin
p (t) ≈

e−i
∫ t dt′ Ω(t′)√
2Ω(t)

(168)

と書ける. ここで, “≈”を使っている気持ちは, 本当は Stokes現象が起きているので正負の振動モー
ドが混じって ϕin

p (t) = αp
e−i

∫ t dt′ Ω(t′)√
2Ω(t)

+ βp
e+i

∫ t dt′ Ω(t′)√
2Ω(t)

のようになるはずだが, Bogoliubov係数は高運動
量領域で十分早く自明になること αp → 1, βp → 0を要請し, UV発散には効かないと「仮定」し無視
した αp ≈ 1, βp ≈ 0. 外場のスケールよりもはるかに大きいような高運動量領域では系は自由場に漸
近するはずなので自然な仮定であると思われる一方, この取り扱いをちゃんと正当化できるかどうか
については田屋は良く知らない (し, これまでの研究だと注意深く議論されていないと思う)が, とに
かくこれを仮定することにする5556. WKBの周波数Ωは ℏ展開Ω =

∑∞
n=0 ℏnΩnで逐次的に決定する

ことができるのは 4.1.1節で述べた通りで結果は式 (81)で与えられる. 今はQ(t) = ω2
p(t)の場合に相

当するので, 式 (81)は

Ω0 = ωp , (169a)

Ω1 = 0 , (169b)

Ω2 =
3ω̇2

p − 2ωpω̈p

8ω3
p

(169c)

55例えば, 外場の Fourierスペクトルを見た時に高周波成分が ω → ∞で早く落ちないときは Bogoliubov係数は高運動
領域で必ずしも早く落ちるわけではないと思う. 電場が十分に遅い (電場の Fourierスペクトルが高周波成分を持たない)
ときには, βは一様定常電場の結果 (71)と大差ないだろう. この場合は確かに高運動量成分はガウシアンで抑制されてい
るので, たしかに βp ≈ 0.

56曲がった時空の文脈の議論だと [55, 65], モード関数 ϕinp (t)を ϕinp (t) = α
(n)
p

e−i
∫ t dt′ Ω(n)(t′)√
2Ω(n)(t)

+ β
(n)
p

e+i
∫ t dt′ Ω(n)(t′)√
2Ω(n)(t)

のよ
うに n次のWKB解で展開したときには, WKB解の部分は ℏの n次まではモード方程式 (36)の解になっているので, 真
の解からのズレを記述するはずである Bogoliubov係数は β

(n)
p = O(ℏn+1)にならないといけないだろう. よって, ℏ展開

は運動量の逆冪の展開 ℏ = O(ω−1
p )に大体なっているので, Bogoliubov係数 β

(n)
p は高次の運動量依存性しか持たず UV

発散には効かないだろう. そういう論理を展開していると理解しているのだが, 実際のところは, WKB展開は漸近展開
であるために, β

(n)
p の ℏのオーダーは e−#/ℏ となっているわけで, β

(n)
p = O(ℏn+1)とはみなせない. よって論理が通っ

ていないと思う. 素朴に ℏ = O(ω−1
p )だと信じれば, e−#/ℏ の#ha # = O(ωp)になって指数関数的に高運動量成分は抑

制される気がしないわけでもないが, 一般に電場が周波数を持っているときは #はログの依存性とかを持ったりできる
(4.2.2参照)ので, 必ず高運動量成分が抑制されているかどうかというのは必ずしも自明でないと思う.
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Ω3 = 0 , (169d)

Ω4 =
−297ω̇4

p + 396ωpω̇
2
pω̈p − 52ω2

pω̈
2
p − 80ω2

pω̇p
...
ω p + 8ω3

p

....
ω p

128ω7
p

, (169e)

Ω5 = 0 , (169f)

...

と読める. ここで重要なことは, モード方程式 (36)において ℏと ∂tはセットで出てくるので, Ωnに
おける ℏの次数 nと微分 ∂tの数が同じになっていることである. 今, 理論に入っている時間依存パラ
メータは ωpしかいないわけだが, ωp =

√
m2 + (p− eA)2を n回微分すると ∂nt ∝ ω1−n

p ∝ |p|1−nと
いう風に運動量 pに関する冪の依存性が変わる. つまり, O(ℏn) = O(|p|1−n)とみなせる. よって, Ω

のWKB展開 (169)は, 運動量展開 |p|−nをしていることと大体同じになっている. WKB展開 (169)

に出てくる時間微分を ω̇p = eE·(p−eA)
ωp

などと言うように明示的に実行するともっとわかりやすくて,

Ω0 = ωp, (170a)

Ω1 = 0, (170b)

Ω2 = −1

4

eĖ · (p− eA)

ω3
p

+
−2(eE)2 + 5

(
eE·(p−eA)

ωp

)2
8ω3

p

+O(ω−4p ), (170c)

Ω3 = 0, (170d)

Ω4 = O(ω−4p ), (170e)

Ω5 = 0, (170f)

... (170g)

Ω2n = O(ω−2np ), (170h)

Ω2n+1 = 0, (170i)

... (170j)

となるから,

Ω = ωp︸︷︷︸
Ω0由来

−1

4

eĖ · (p− eA)

ω3
p

+
−2(eE)2 + 5

(
eE·(p−eA)

ωp

)2
8ω3

p︸ ︷︷ ︸
Ω2由来

+O(ω−4p )︸ ︷︷ ︸
Ωn≥2が効く

(171)

と分かる. 式 (171)を 2点関数 (167)に代入すれば,

⟨0; in|ϕ†Ôϕ|0; in⟩ =
∫

d3p

(2π)3
Op

[
1

2ωp︸︷︷︸
Ω0由来

+
1

8

eĖ · (p− eA)

ω5
p

−
−2(eE)2 + 5

(
eE·(p−eA)

ωp

)2
16ω5

p︸ ︷︷ ︸
Ω2由来

+ O(ω−6p )︸ ︷︷ ︸
Ωn≥2が効く

]
.

(172)

もしもOp = O(p2)よりも pの冪が弱ければ, 冪的なUV発散を出しえるのは 1項目のΩ0由来の寄与
だけである. このようにWKB展開のオーダーの低いところからの寄与がUV発散が出る.
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断熱正則化とは, 2点関数の発散はWKBの低次の寄与に由来するので 2点関数からその分を差っ
引け, というものである. つまり, (n次の)断熱正則化は,

⟨0; in| : ϕ†Ôϕ : |0; in⟩ :=
∫

d3p

(2π)3
[
ϕin
pOpϕ

in∗
p − ϕ(n)

p Opϕ
(n)∗
p

]
(173)

と定義される. ここで, ϕ
(n)
p は (n次の)WKB解. 差っ引いた部分は断熱物理描像が定めた時刻 tでの

真空 |0(n); t⟩の寄与と等しい. 実際,

⟨0(n); t|ϕ†Ôϕ|0(n); t⟩

=

∫
d3pd3p′

e−i(p−p
′)·x

(2π)3

[
ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)
p′ ⟨0(n); t| a(n)†p a

(n)
p′ |0(n); t⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)
p′ ⟨0(n); t| b(n)−pa

(n)
p′ |0(n); t⟩

+ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)∗
p′ ⟨0(n); t| a(n)†p b

(n)†
−p′ |0(n); t⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)∗
p′ ⟨0(n); t| b(n)−pb

(n)†
−p′ |0(n); t⟩

]
=

∫
d3p

(2π)3
ϕ(n)
p Opϕ

(n)∗
p (174)

である. また, 定義 (173)は断熱粒子描像の生成消滅演算子 a
(n)
p , b

(n)
p に対して正規順序化をしたもの,

とも理解できるので, 普通の正規順序化の拡張になっている:(
⟨0; in|ϕ†Ôϕ|0; in⟩を a

(n)
p , b

(n)
p に対して正規順序化をしたもの

)
=

∫
d3pd3p′

e−i(p−p
′)·x

(2π)3

[
ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)
p′ ⟨0; in| a(n)†p a

(n)
p′ |0; in⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)
p′ ⟨0; in| b(n)−pa

(n)
p′ |0; in⟩

+ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)∗
p′ ⟨0; in| a(n)†p b

(n)†
−p′ |0; in⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)∗
p′ ⟨0; in| b(n)†−p′ b

(n)
−p |0; in⟩

]
=

∫
d3pd3p′

e−i(p−p
′)·x

(2π)3

[
ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)
p′ ⟨0; in| a(n)†p a

(n)
p′ |0; in⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)
p′ ⟨0; in| b(n)−pa

(n)
p′ |0; in⟩

+ϕ(n)∗
p Op′ϕ

(n)∗
p′ ⟨0; in| a(n)†p b

(n)†
−p′ |0; in⟩+ ϕ(n)

p Op′ϕ
(n)∗
p′ ⟨0; in| b(n)−pb

(n)†
−p′ − [b

(n)
−p , b

(n)†
−p′ ] |0; in⟩

]
= ⟨0; in|ϕ†Ôϕ|0; in⟩ −

∫
d3p

(2π)3
ϕ(n)
p Opϕ

(n)∗
p

= ⟨0; in| : ϕ†Ôϕ : |0; in⟩ . (175)

Schwinger機構の研究では n = 0の最低次の断熱正則化をすれば十分である57. 実際, バックリアク
ションで計算しなければいけない量はカレント期待値 ⟨0; in| : j : |0; in⟩であるが, これは 0次の断熱
正則化で病的な冪的発散が確かに取り除かれていることが示せる. 簡単のため, 電場が x3方向に向い
ていると思うと, x⊥のカレント期待値 ⟨0; in| : j⊥ : |0; in⟩は p⊥ ↔ −p⊥の対称性からゼロになってい

57曲がった時空とかの場合だと, 必ずしも n = 0では済まない (例えば Birrel-Daviesの教科書などを参照 [55]). ある
いは観測量によっても高次まで考える必要があるかもしれない.
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ることがすぐに示せる. 非自明な成分は ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩だけで, それは

⟨0; in| : j3 : |0; in⟩
= ⟨0; in| : +i

[
ϕ†(∂3 + ieA3)ϕ− ((∂3 + ieA3)ϕ)†ϕ

]
: |0; in⟩

= ⟨0; in| : 2ϕ†(p3 − eA3)ϕ : |0; in⟩

=

∫
d3p

(2π)3
2(p3 − eA3)

[
1

2Ω︸︷︷︸
=裸の量

− 1

2ωp︸︷︷︸
=0 次の断熱正則化

]

=

∫
d3p

(2π)3
2(p3 − eA3)

[{
1

2ωp

+
1

8

eĖ · (p− eA)

ω5
p

−
−2(eE)2 + 5

(
eE·(p−eA)

ωp

)2
16ω5

p

+O(ω−6p )

}
︸ ︷︷ ︸

=裸の量

− 1

2ωp︸︷︷︸
=0 次の断熱正則化

]

=
eĖ

4

∫
d3p

(2π)3
(p3 − eA3)2

ω5
p

+ (finite)

=
eĖ

24π2
ln
Λ

µ
+ (finite) (176)

と評価できる. ここで,
∫
d3p (p3−eA3)2

ω5
p

= 4π
3
ln Λ + (finite) (Λは運動量カットオフで, µはくりこみ点

を決める適当なスケール因子)となることを使った. よって,　たしかに冪∝ Λ2の病的な発散は取り
除けている. ログ発散が残っているが, これは次に議論するようにくりこみで除去できる. (数値計算
をするときには, 異様に大きいΛを取ったりしない限りは, ログ発散はほとんど単なる定数みたいな
ものなので無視しても問題ない. そういう意味で実用上は以上の断熱正則化だけで十分. )

くりこみを議論する前に, 断熱正則化の表式 (173)と粒子生成との関係をもう少し整理しておく. 式
(157)を使って ϕin

p を ϕ
(n)
p で書き直すと,

⟨0; in| : ϕ†Ôϕ : |0; in⟩

=

∫
d3p

(2π)3

[(
α(n)
p ϕ(n)

p + β(n)
p ϕ(n)∗

p

)
Op

(
α(n)
p ϕ(n)

p + β(n)
p ϕ(n)∗

p

)∗ − ϕ(n)
p Opϕ

(n)∗
p

]
=

∫
d3p

(2π)3
[
|β(n)

p |2ϕ(n)∗
p Opϕ

(n)
p +

(
|α(n)

p |2 − 1
)
ϕ(n)
p Opϕ

(n)∗
p + 2Re

[
α(n)
p β(n)∗

p ϕ(n)
p Opϕ

(n)
p

]]
=

∫
d3p

(2π)3

[
|β(n)

p |2ϕ(n)∗
p Opϕ

(n)
p︸ ︷︷ ︸

=d3N/dp3×(1 粒子の寄与)

+ |β(n)
−p |2ϕ

(n)
−pO−pϕ

(n)∗
−p︸ ︷︷ ︸

=d3N̄/dp3×(1 反粒子の寄与)

+2Re
[
α(n)
p β(n)∗

p ϕ(n)
p Opϕ

(n)
p

]︸ ︷︷ ︸
=Zitterbewegung

]
(177)

となる. Zitterbewegungとは正/負エネルギーの粒子の量子干渉効果のことで, (ϕ
(n)
p )2 ∝ e−2i

∫ t dt′ Ωnで
激しく振動する. 場の理論でまじめに計算するとどうしてもこの寄与が出てしまう. Zitterbewegung

は激しく振動するので運動量積分でなめされてしまうと素朴に考えることにすると, 支配的になるの
は初めの 2項のみで, これは粒子生成によって生成された粒子と反粒子の寄与を表す. しかしながら,

この取り扱いは必ずしも良くない (例えば, 運動学的な記述だと何も考えずに (期待値) = (粒子数)×
(1粒子の寄与)であるはずだ, と頭ごなしに決めて Zitterbewegungをネグったりすることがあるが,

これはあまり良くない). 数値計算してみるとたしかにZitterbewegungは期待値 ⟨0; in| : ϕ†Ôϕ : |0; in⟩
に対して subdominantな寄与しか与えないが, これがあるとないとでは系の時間発展の様子が変わっ
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てくる. Schwinger機構の場合だと, Zitterbewegungを取り入れないと真空分極の物理が入らず電場
が decayしなくなる58. このことをもう少し具体的に見るために, 0次の断熱正則化した後のカレント
⟨0; in| : j3 : |0; in⟩を式 (177)のように書き直す. カレント ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩はOp = 2(p3 − eA3)の場
合に対応するので,

⟨0; in| : j3 : |0; in⟩

=

∫
d3p

(2π)3

[
|β(0)

p |2 p3 − eA3√
m2 + p2

⊥ + (p3 − eA3)2︸ ︷︷ ︸
=d3N/dp3×(1 粒子の速度)

+ |β(0)
−p|2

−p3 − eA3√
m2 + p2

⊥ + (p3 + eA3)2︸ ︷︷ ︸
=d3N̄/dp3×(1 反粒子の速度)

+ 2
p3 − eA

ωp

Re
[
α(0)
p β(0)∗

p e−2i
∫ t dt′ ωp(t′)

]
︸ ︷︷ ︸

=Zitterbewegung

]

=

∫
d3p

(2π)3

[
|β(0)

p |2 p3 − eA3√
m2 + p2

⊥ + (p3 − eA3)2︸ ︷︷ ︸
=d3N/dp3×(1 粒子の速度)

+ |β(0)
−p|2

−p3 − eA3√
m2 + p2

⊥ + (p3 + eA3)2︸ ︷︷ ︸
=d3N̄/dp3×(1 反粒子の速度)

+ e
2ωp

eE
S︸ ︷︷ ︸

=Zitterbewegung

]

(178)

である. 最終行で式 (161)を使った. (今はボソンだから本当は使えないけど)Diracの海の描像に立つ
と, 最終項の Zitterbewegungは真空偏極の寄与だとも理解できる. というのは, 電場中のQEDのバ
ンド構造は歪み, Diracの海と正エネルギー帯の距離は 2ωp/eEとなっている. よって, 粒子生成が起
きると, 正負の電荷が距離 2ωp/eE引きはがされたダイポールがレート S = ∂t|β(0)|2で生成され, 系
を偏極させる. 伝導電流をいくら流そうが電場は遮蔽されず, 偏極が起きて初めて電場は遮蔽され得
る. つまり, Zitterbewegugnの寄与を含めることがバックリアクションによる電場の decayを議論す
る上で大事だとなんとなくわかる. (この偏極の寄与が大事なことはGatoff-Kerman-松井 [58]が指摘
し, 現象論的にBoltzman方程式の計算に取り込んだ. )

5.3.2 くりこみ
前節の正則化によって, 2点関数のベキ発散は除去できたが, まだ依然としてログ発散が残る. 数値
計算的な立場としては, 所詮ログの発散なので小さいから問題にならない, という考え方もアリだけ
ど, 理論的にはΛ → ∞で発散するのでやはり問題59.

ログ発散はくりこみで除去できる. つまり, 裸の電荷 eと裸の電場Eは観測量ではないのでログ発
散していてよく, くりこまれた量である eR, ERこそが有限な観測量を返すと考える. くりこみ定数
Z = Z(µ)と物理的な電荷 eR = eR(µ)と電場ER = ER(µ)を

E := Z1/2ER , e := Z−1/2eR (179)

58違う例だと高次高調波発生というのが物性の分野であって, この Zitterbewegung が高次高調波発生の言葉でいう
interbandの寄与に相当するのだが, この寄与を入れないと高次高調波が発生しない [113, 114, 90].

59くりこみを真面目に考えている論文をあまり見たことがないので, 真面目に考えると何か論文のネタになるかも.
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と導入する. ここで, eRとERの前に出てくるくりこみ定数が同じ Z (正確にはゲージ場の波動関数
のくりこみ定数Z3)で書けているのはゲージ不変性の帰結60.

くりこみ定数Zを決定するためにバックリアクションの式 (166)を少し書き直す:

Ė = −e ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩
⇔ Z1/2ĖR = −Z−1/2eR ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩
⇔ ĖR = −eR ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩+ (Z − 1)ĖR . (182)

左辺の ĖRは観測量で有限量だから, 右辺も有限でなければならない. よって, −eR ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩
のログ発散とくりこみ定数を含んだ 2項目 (Z − 1)ĖRの発散部分はキャンセルしないといけない. 式
(176)を思い出すと, ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩ = eĖ

24π2 ln Λ + (finite)だったから, eĖ = eRĖRに注意して,

0 = −eR
eRĖR

24π2
ln
Λ

µ
− (Z − 1)ĖR (183)

を得る. これを解いて,

Z = 1− e2R
24π2

ln
Λ

µ
(184)

を得る. これでくりこみが完了した. 今はカレントのログ発散しか議論していないが, エネルギー運
動量テンソル ⟨T µν⟩などもちゃんとコンシステントにくりこまれていることが確認できる.

ちなみに, このくりこみ定数Z(184)は外場がないときの普通のスカラーQEDの結果とコンシステ
ントである (例えば, Srednicki [192]に載ってる). β関数は,

β(µ) := µ
deR
dµ

=
e3R
48π2

+O(e5R) . (185)

なので, 外場を強くするとQEDの場合は結合定数がログで強くなってゆくという良く知られた結果
をちゃんと再現する. ちなみに, 同じような方法でQCDの β関数も再現できて漸近的自由であるこ
とを確かめることができる (誰かが論文にしているかは知らない).

60もう少し正確に書くと, 物質場 ϕの波動関数のくりこみ定数を Z2 (ϕ =
√
Z1ϕR), ゲージ場 Aµ の波動関数のくりこ

み定数を Z3 (Aµ =
√
Z3A

µ
R)と呼ぶのが QEDの慣習で, このときラグランジアン (162)は,

L = |(∂µ + ieAµ)ϕ|2 −m2|ϕ|2 − 1

4
FµνFµν =

∣∣(√Z2∂
µ + i

√
Z2Z3e︸ ︷︷ ︸

:=Z1eR

Aµ
R

)
ϕR
∣∣2 − Z2m

2|ϕR|2 −
1

4
Z3F

µν
R FRµν . (180)

ここで, 慣習に従って, 電荷のくりこみ定数を Z1と定義した. ラグランジアンはゲージ不変じゃないといけない. つまり,
共偏微分 (√Z2∂

µ + iZ1eRA
µ
R

)
ϕRはゲージ変換 ϕR → ϕRe

ieRχ, Aµ
R → Aµ

R − ∂µχに対して共変になっていてい欲しいの
で,

√
Z2 = Z1 でなければいけない (本当はWard恒等式を使ってまじめに示す). よって,

Z1eR =
√
Z2Z3e ⇒ eR =

√
Z3e . (181)

なお, 今はどうでも良いので質量くりこみは考えなかった. これは, バックリアクションはフェルミオンの tadpoleが古典
電場と相互作用するようなダイアグラムに対応するので, バーテックスのくりこみしか効かないため. 質量くりこみ (プ
ロパゲーターの自己エネルギー補正)はゲージ場に量子的なゆらぎを入れないと出て来ない.
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5.3.3 エネルギー保存
0次の断熱正則化のうれしい点の 1つはエネルギー保存則をちゃんと守ることである. このことを
陽に確かめる. (適当にやった正則化が保存則と常に一貫しているとは限らない. 断熱正則化のオー
ダーを変えたりしても保存則が破れたりする. )

その前に系の全エネルギーがちゃんと有限に計算できていることをまず確かめる. 系の全エネル
ギー E は,

E =
E2

2
+ ⟨0; in| : T 00 : |0; in⟩ (186)

で与えられる. ここで, ⟨0; in| : T 00 : |0; in⟩は断熱正則化した後の物質場のエネルギーで,

⟨0; in| : T 00 : |0; in⟩ = ⟨0; in| : ϕ̇†ϕ̇+ ((∂ − eA)ϕ)† · ((∂ − eA)ϕ) +m2ϕ†ϕ : |0; in⟩

=

∫
d3p

(2π)3

[
Ω2

p +
(

Ω̇p

2Ωp

)2
+ (p− eA)2 +m2

2Ωp︸ ︷︷ ︸
= 裸の量

−
ω2
p + (p− eA)2 +m2

2ωp︸ ︷︷ ︸
= 0 次の断熱正則化

]

=

∫
d3p

(2π)3

[
|eE|21

8

(p3 − eA3)2

ω5
p

+O(ω−4p )

]
= E2 × e2

48π2
ln
Λ

µ
+ (finite) . (187)

物質場のエネルギーのログ発散は電場のくりこみ因子E =
√
ZERによって自動的にキャンセルして

いる. 実際,

E = Z
E2

R

2
+ ⟨0; in| : T 00 : |0; in⟩

=
E2

R

2
+
[
(Z − 1)E2

R + ⟨0; in| : T 00 : |0; in⟩
]

=
E2

R

2
+

[
− e2R
24π2

E2
R

2
+ E2

R × e2R
48π2

ln
Λ

µ
+ (finite)

]
=
E2

R

2
+ (finite) . (188)

次にエネルギー保存則を示す. 全エネルギーの時間微分を計算すれば,

∂tE = EĖ + ∂t

[
⟨0; in|T 00|0; in⟩︸ ︷︷ ︸

= 裸の量

−⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩︸ ︷︷ ︸
= 0 次の断熱正則化

]
= −eE

[
⟨0; in|j3|0; in⟩︸ ︷︷ ︸

= 裸の量

−⟨0; in|(j3)(0)|0; in⟩︸ ︷︷ ︸
= 0 次の断熱正則化

]
+∂t

[
⟨0; in|T 00|0; in⟩︸ ︷︷ ︸

= 裸の量

−⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩︸ ︷︷ ︸
= 0 次の断熱正則化

]
=
[
⟨0; in|Ṫ 00|0; in⟩ − eE ⟨0; in|j3|0; in⟩

]
−
[
∂t ⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩ − eE ⟨0; in|(j3)(0)|0; in⟩

]
.

(189)

1項目 (裸の量)については, もともとの裸のラグランジアン (162)の対称性の帰結としてエネルギー
は保存しないといけないから ⟨0; in|Ṫ 00|0; in⟩ − eE ⟨0; in|j3|0; in⟩ = 0である. 実際, 空間一様性と運
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動方程式を使うと,

⟨0; in|Ṫ 00|0; in⟩

= ⟨0; in| ∂t
[
|ϕ̇|2 + |∂ϕ|2 + |(∂3 + ieA3)ϕ|2 +m2|ϕ|2

]
= 2Re

[
ϕ̇†ϕ̈+ (∂ϕ̇)† · (∂ϕ) + ((∂3 + ieA3)ϕ̇)†(∂3 + ieA3)ϕ− ieE((∂3 + ieA3)ϕ)†ϕ+m2ϕ̇†ϕ

]
|0; in⟩

= ⟨0; in| 2Re
[
ϕ̇†
(
∂2ϕ+ (p3 + ieA3)2ϕ

)
− ϕ̇†∂2ϕ− ϕ̇†(∂3 + ieA3)2ϕ− ieE((∂3 + ieA3)ϕ)†ϕ+m2ϕ̇†ϕ

]
|0; in⟩

+ ∂ ⟨0; in| · · · |0; in⟩︸ ︷︷ ︸
空間一様性より 0

= ⟨0; in| 2Re
[
−ieE((∂3 + ieA3)ϕ)†ϕ

]
|0; in⟩

= eE ⟨0; in|+iϕ†(∂3 + ieA3)ϕ− i((∂3 + ieA3)ϕ)†ϕ︸ ︷︷ ︸
= j3

|0; in⟩ = eE ⟨0; in| j3 |0; in⟩ (190)

となって,たしかに ⟨0; in|Ṫ 00|0; in⟩−eE ⟨0; in|j3|0; in⟩ = 0. 保存則を満たすかどうかで非自明なのは, 2

項目の断熱正則化によって差っ引いた部分であるが, 0次の断熱正則化はちゃんと∂t ⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩−
eE ⟨0; in|(j3)(0)|0; in⟩ = 0を満たす. 実際, ⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩ = ωp と ⟨0; in|(j3)(0)|0; in⟩ = (p3 −
eA3)/ωpだったことを思い出せば,

∂t ⟨0; in|(T 00)(0)|0; in⟩ = ∂tωp =
eE(p3 − eA3)

ωp

= eE ⟨0; in|(j3)(0)|0; in⟩ . (191)

以上の計算をまとめれば,

∂tE = 0 (192)

である. よってたしかにエネルギーは保存する.

5.4 典型的な時間発展
バックリアクション問題 (165)は解析的に厳密に解くことはできない (田屋が知る限り現存の唯一
の例外はmasslessのQED1+1で, この場合は bosonizationを利用して解けるらしい [193, 81]). なの
で普通は数値的に解くしかない. 数値計算の典型的な結果を図 9に示した. 一番大事なことは電場は
振動しながら decayしてゆく, ということ. 粒子は生成後, 電場が振動しているために振動運動し, 粒
子生成が起こっている運動量 0付近の場所に戻ってくるたびに量子干渉を起こし複雑な運動量分布
を示すようになる. 振動が起こる直感的な理由は以下の通り: 粒子生成が起きた後, 電場は電子を加
速するので, 電場の方に伝導電流が流れる. 電動電流が流れるとMaxwell方程式 Ė = −ejに従って
電場の大きさは小さくなってゆく. 電場の大きさはいつか 0になるが, そのとき電子の運動が止まる
わけではなく, 電流は同じ方向に流れ続ける. よって, 電場は 0を超えてマイナスの値を取る. そうす
ると, 電場は電子を逆方向に加速しだすので, 伝導電流の大きさが小さくなってゆく. いつか伝導電
流の大きさは 0になるが, そのときは電場の値はマイナスに非ゼロである. よって, 伝導電流はマイ
ナスの大きさを取り始め, このとき, Maxwell方程式に従って, 電場の大きさが増えだす. このような
ダイナミクスを繰り返すことで電場は振動する.
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図 9: バックリアクションを取り込んだ時の典型的な時間発展の様子 (図は丹治 [152]より). 左は縦
運動量粒子分布の時間発展. 右は粒子数N , カレント j3, 電場Eの時間発展.
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かなり微妙な議論だが, 電場が振動することを解析的になんとなく理解できないこともない [152].

式 (178)で Zitterbewegungの寄与 e2ωp

eE
Sは小さいと思って落とすと61,

⟨0; in| : j3 : |0; in⟩ =
∫

d3p

(2π)3
2|β(0)

p |2p3 − eA3

ωp

(193)

と書ける. この式を以下のように雑に評価する:

• 電場の時間変調が遅く, さらに量子干渉はあまり効かない, と思い込むことにすれば, |β(0)
p |2は

一様定常電場の結果 (71)から

|β(0)
p |2 ∼ exp

[
−πm

2 + p2
⊥

|eE(t)|

]
×
[
Θ(−p3)Θ

(
p3 − eA3(t)

)
Θ(−eA3(t)) + Θ (p3)Θ

(
−p3 + eA3(t)

)
Θ(+eA3(t))

]
(194)

と近似できるだろう. ここで縦運動量分布をステップ関数で近似した. これは, (例えば eA3 < 0

なら) kinetic momentum P3 = p3 − eA3が 0 < P3 < −eA3(t) =
∫ t

dt′eE(t′)に入れ, というこ
とを言っている (たしかに図 9でも大体そうなっている). これは, 物理的には励起エネルギーが
一番小さい P3 = 0で粒子生成が起きて, そのあとに粒子は電場に加速されるので P3は最大で
も ∫ eE(t)までしか広がらないだろう, ということを言っている.

• 電子の運動は超相対論的である, と思い込む. つまり,

p3 − eA3

ωp

∼ sgn
(
p3 − eA3

)
. (195)

• なんとなく電場の強さは初期の強さE(0) =: E0で近似でき, E(t) ∼ E0であるとする. すると62

⟨0; in| : j3 : |0; in⟩ ∼ 2

∫
d3p

(2π)3
sgn

(
p3 − eA3

)
exp

[
−πm

2 + p2
⊥

eE(t)

]
×
[
Θ(p3)Θ

(
−p3 − eA3(t)

)
Θ(−eA3(t)) + Θ (−p3)Θ

(
p3 + eA3(t)

)
Θ(+eA3(t))

]
= − 1

2π3
|eE(t)| exp

[
−π m2

|eE(t)|

]
eA3

∼ − 1

2π3
|eE0| exp

[
−π m2

|eE0|

]
eA3 (196)

最後の近似でE(t) ∼ E0を使った.

61|β(0)
p |2を適当に近似すれば Zitterbewegungの寄与も近似できるので, なにかうまい |β(0)

p |2の近似があればちゃんと
減衰振動まで再現できるような解析的議論ができるはずだと思う.

62この近似を使わなくても運動量積分は評価できて, 式 (196)の 2行目のようになる. 2行目を使うと, バックリアク
ションの式 (165)は tanhを使って解くことがmathematicaによるできるらしいが, この解は振動しないですぐに定常値
にサチるような解になっていて変. フェルミオンのm→ 0の極限ならばそこそこ合理的な近似をしているように思えな
いこともないのだが, なにが致命的なのだろうか?
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一連の近似で得られた式 (196)をバックリアクションの式 (165)に入れると,

− Ä3 = +
e3

2π3
|E0| exp

[
−π m2

|eE0|

]
A3

⇒ E = −Ȧ3 = E0 cos

(
π

2

t

tosc

)
with tosc =

π2

e

√
π

2
exp

[
π

2

m2

|eE0|

]
. (197)

例えば, m = 0ならば tosc = 12.3くらいで電場は 0を切るということになる. 図 9と比べると思った
より悪い近似ではない.

話は飛ぶが, マスレスのフェルミオンで電場と平行に強い磁場もいるときには, 最低ランダウ準位
近似とカイラルアノマリーの関係式を活用することでバックリアクションの式 (196)を解析的に解
くことができる [194, 195, 196]63 (磁場が強くて最低ランダウ準位がよくなるとかなり良く数値計算
と合う [197]). 磁場があるとエネルギー準位はランダウ量子化されて, 磁場が強いときは最低準位
しか効かない. このときフェルミオンの運動は 1次元的になっている. したがって, U(1)カレント
j3 = ψ†RψR − ψ†LψLはカイラル電荷 j05 = ψ†RψR − ψ†LψLと等しい64. カイラルアノマリーの関係式,

∂t ⟨0; in| : j05 : |0; in⟩ = e2

4π2
EB , (198)

を思い出せば, バックリアクションの式 (165)は,

Ė = −e ⟨0; in| : j3 : |0; in⟩ = −e ⟨0; in| : j05 : |0; in⟩ ⇒ Ë = − e3

4π2
EB (199)

と書き直せる. 空間一様性から磁場にはいかなるバックリアクションも働かないことに注意B(t) = B.

これを解いて,

E(t) = E0 cos

(
π

2

t

tosc

)
with tosc =

π2

e

1√
eB

. (200)

マスレスの極限だとギャップが閉じるので真空分極ができなくなる. よって電場は decayせずに振動
し続ける. なお, この計算は膨張時空にも簡単に拡張できたりする. 時空が膨張している場合は電場
は膨張によって引き延ばされて decayする.
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